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INTRODUCCION

La teoria de distribuciones abrié una nueva area para la investigacion matematica y did
un impulso en el desarrollo de variadas disciplinas matematicas, tales como las ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, el calculo operacional y el analisis funcional. Segura-
mente, un determinado tipo de distribucion (en particular, la funcion delta y sus derivadas)
se han usado en la fisica e ingenierias mucho antes que aparecieran las distribuciones.

Este trabajo tiene dos objetivos. El primero es dar una introduceion elemental a la teoria
de distribuciones, presentando la definicion basica de lo que es una distribucion y las ope-
raciones que se aplican a ella como la diferenciacion, la convergencia de una sucesion de
distribuciones y la convolucion entre distribuciones. El segundo es describir la transfor-
macién de Fourier en el conjunto de funciones répidamente decrecientes y en L*(R™) e
mtroducir las distribuciones temperadas que surgen naturalmente en la generalizacion de
la transformacion de Fourier. La transformacion de Fourler y las distribuciones teimperadas
son conceptos tedricos que pueden aplicarse a muchos problemas cn ecuaciones diferenciales
que no se pueden resolver por métodos clasicos.

Por dltimo quiero agradecer sinceramente a los profesores Jorge 1. Cossio B. y Pedro Isaza
J., directores de esta monografia, por su ayuda y colaboracion en la revision y correccion
de este trabajo.

También quicro agradecer a la direccién del posgrado en matematicas por la colaboracién
que me prestaron al facilitarme la sala de computadores para la trauscripcion del material
del trabajo de grado, el cual se realizé utilizando el procesador de textos TEX.

FERNANDO VARGAS HERNANDEZ
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Capitulo I

LAS DISTRIBUCIONES

La teoria de distribuciones extiende el calculo diferencial a ciertas formas lineales y con-
tinuas definidas en un espacio topologico de funciones infinitamente diferenciables y con
soporte compacto; estas formas lineales y continuas se llaman distribuciones o funciones
generalizadas. Esta clase de funciones es mucho méas amplia que la clase de funciones dife-
renciables en sentido ordinario. Una de las caracteristicas mds importantes de esta teoria
es que permite aplicar técnicas de la transformacion de Fourier a muchos problemas de
ecuaciones en derivadas parciales.

1. FUNCIONES DE PRUEBA Y EL ESPACIO D(Q)

En esta seccion se introducen las funciones de prueba, que son funciones infinitamente
diferenciables que se anulan fuera de un conjunto compacto. Estas funciones juegan un
papel importante en la teoria de distribuciones. El espacio de funciones de prueba dotado
de una topologia adecuada se designara por D({}).

1.1-Notacién: En el estudio de funciones de n variables, la palabra multi-indice se refiere

una n-pla ordenada,

donde cada «; es un entero no negativo.
Si z € R™, el monomio z® es por definicion,

™ =axitry? . xpn.
Si se usa el simbolo D; = a_ij entonces a cada multi-indice « se le asocia el operador
diferencial
D% =D Dy*...Dy",
cuyo orden es |a| = o) + az -+ ..... + ap.
Si || = 0 se tiene que D*(f) = f. Si a es un multi-indice, o! = oy! azl... o, y si

B = (B, 52, ....., Bn) es un multi-indice entonces § < « significa §; < a; para:=1,2,...n
yaiﬁz(aliﬁh ----- ;O-'niﬁn)

1.2-Definiciones

Sea §) un subconjunto abierto y no vacio de R™.

a) Se define el soporte de una funcién continua f : £ — C, denotado Sop(f), asi

Sop(f)={z€Q: f(z)#0}
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b} C*(Q) y C§°(2) son espacios lineales, definidos asi

c)

d)

Co(Q)={f:2— C: f tiene derivadas parciales continuas de todos los ordenes}

Coo(Q2) = {f € C(Q) : Sop(f) es compacto y Sop(f) C 2}

S1 I{ es un subconjunto compacto de §2, se define
Dr() = {f € C=(R): Sop(f} C K}

Dy es un subespacio de C'*°(£2).

Si f € C°(2) y N es un entero no negativo, se define una familia de seminormas por

Pyn,x(f) = sup |D*f(x)],
|| <N
TEK

Como {2 se puede expresar como la unién numerable de conjuntos compactos K; tales
que K; C int (K;y,) para (1 = 1,2,....), entonces, para cada N se puede definir la
seminorma Py(f} = Pn ko (f)

Se puede probar que con la topologia inducida por las seminormas Pn(f), el espa-
cio C'*°(§2) resulta ser un espacio vectorial topologico localmente convexo, metrizable y
completo. Por lo tanto C'°°(2) es un espacio de Fréchet.

Ahora, D es un subespacio de C*°(§) y para cada = € §, el funcional f — f(z) es
continuo en la topologia para C™°(2), luego el niicleo de este funcional es cerrado.

Como Dy es la interseccion de los niicleos de estos funcionales, cuando x € K¢, se tiene
que Dy es cerrado en C'°()). Por lo tanto Dy es tamibién un espacio de Fréchet.

Sea A un subconjunto compacto de §2 y sea 74 la topologia de espacio de Fréchet de
Dy . Se define una topologia localmente convexa en 7 asi:

7 es la coleccidon de todas las uniones de conjuntos de la forma ¢ -+ W, con ¢ € C§°(§2)
y W € 3, donde 3 es la coleccién de todos los conjuntos convexos y equilibrados W C
Cso(2) tales que D NW € 7.

Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1

1} 7 es una topologia en C§°(§2) y A es una base local de 7.

ii) C§°(£2) dotado de la topologia 7 es un espacio vectorial topoldgico localmente con
vexo.

Demostracidn: (Ver [3 ])

El espacio C$°(£2), dotado de la topologia 7, se denotara por D({2) y a las funciones que
estan en D(§2) se les llaman funciones de prueba.
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Un ejemplo tipico es la funcion,
— .
o(x) = { T i ] < 1

doude # € R, y la constante ¢ es tal que f;, O(z)dr = 1.

O € C*(R") y su soporte es la bola unitaria en R cou centro en el origen, es decir
Sop(©) = B,(0).

Para € > 0, sca O.(2) = -0(%) entonces O, € D(R") con SopO, = B.(0).

A partir de estas funciones se pueden construir muchas otras funciones de prucha.

1.3- Observaciones.

(a) D(£2) representara cl espacio topoldgico (D(§2), 7} y tiene la propiedad de Heine-Borel.

(b) La topologia i de cada Dy C D(2) coincide con la topologia de subespacio que Dy
hereda de D(£2).

(c) D(2) no es metrizable y D(£2) es la unidn de todos los Dy (2}, cuando K recorre
todos los subconjuntos compactos de 2. Explicitamente, ¢ € D() significa que
$ € C®(Q) y Sop(¢) es un subconjunto compacto de £2.

(d) Si T es una forma lineal definida en D(R) y las restricciones de T a cada
Dy < D(§2) son continuas entonces se cumple que T es continua.

(e) Convergencia en D(R2): f, ——— 0 en D(QQ) siguifica que:

(n—c0)

1} Existe un compacto i C Q tal que Sop(f,) C K.

i1) Para todo multi-indice o, D* f,, ——— 0 uniformemente en .
(n—co}

2. LAS DISTRIBUCIONES O FUNCIONES GENERALIZADAS

2.1- Definiciéon de Distribucion

Una distribucién en un abierto  de R™ es una aplicacion T : D(2) — R que satisface
las siguientes dos condiciones:

1) T es lineal.

ii) Para todo compacto K C 2 existe una constante C'ix > 0 y un entero no negativo N
(que depende de I) tal que

IT(¢$)| < Ck Z sup | D ¢(z}] V¢ € D (Q).

la[<N €K

Si el entero N se puede escoger independiente del compacto I se dice que la distribueion
es de orden finito en Q y al menor entero N se le llama el orden de la distribucion en 2.




2.2- Ejemplos
(1) Sea f una funcidn localmente integrable definida en £ (es decir, f es medible en sentido
de Lebesgue y en todo compacto ' C Q se tiene que [ |f(z)|de < oo).

A f se le asocia una aplicacion Ty : D(§!) — R definida por
Ti(¢) = / fle)é(z)dx para todo ¢ € D(Q).

Ty esta bien definida, pues para todo ¢ € D(2),

[ 1@t = [ iseipelas < [ 1fde < oo,

donde C = Igleafg |¢5(1)|

Ty es una distribucion de orden cero pucsto que:
1) Ty es lineal.
ii) Si K es un subconjunto compacto de Ly ¢ € D (§2),

] Fx)b(e)dz| <

Tomando C'x = fl{ |f(z)|de y N =0 (independiente de K') se tiene que,

1T (8)] = / £} ld(a)de < max|4(z) / |f(2)lde.

|T¢(#)| < Cx max|(z)].
TEK
Se concluye que toda funcién localmente integrable define una distribucion.

Nota: Se ha definido una aplicacién f + Ty del conjunto de funciones localmente integra-
bles al conjunto de distribuciones en £2. Veamos que es uno a uno:

Sea f una funcién localmente integrable cn §2 tal que Ty = 0, entonces, para todo ¢ € D(§2),

7y(6) = [ S(@)olade =0, (1)
Q
Tomando la funcion ©, € D(§) definida en la seccion 1.2 (definicion e)) y si

flw) = (f+O)(=),  (z €R")

entonces

| (2) = /f (z—t df_/ F(H0.(x — ),
! KB, (x)
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y se puede demostrar que f. € C°({2). Luego, por (1), f.(x) =0 para todo x € 2, o sca
fe =10 en 2. Como f es una funcién localmente integrable entonces f, —— f en L1(K)

«—0}

para todo compacto . Asi f =10.

De esta manera, la aplicacion f — Ty permite identificar a las funciones f localuente
integrables con sus respectivas distribuciones asociadas Ty y decir que tales distribuciones
“son” funciones.

(2) Cada z € Q determina una forma lincal 6, en D(§) definida por é6,.{4) = ¢(z) para
¢ € D(§2). 6, es una distribucion de orden cero puesto que es lineal y, si I{ es un subcon-
junto compacto de Q y ¢ € Dy (), entonces

6:(6)] = #(2)] < max (o).

Aqui tomamos C'x = 1y N = 0 (independiente de I1).

Cuando » = 0 (origen de R") se tiene que 6y(¢) = #(0). & se denota & y se llama
Delta de Dirac en R”.

(3) Sea p una medida positiva en §2 finita en cada compacto K C §2. Definimos

1mm=L¢w (6 € D(Q)).

j¢ origina una distribucion T}, (de orden 0) en § ; en efecto, T, es lineal y si ' C
compacto y ¢ € Dy (), entonces

/ ¢ dyt
9

S51Ck = (I{) y N =0 se tiene que,

]T,l(qﬁ)[ =

S ./’" |¢'| (]-)”' S IInEaR_: |¢($)| ‘/;‘. ﬁlﬂ. = I;'[’lea’}(( Iqb(:.[/,)l II(I(-)

T ()] < Ci ;né!11<|¢(1)|

T, se identifica con la medida p.

(4) Sea £2 = (0,1). Definimos
T(¢)=>_ ¢(ﬂ(%) con ¢ € D(Q).
i=1

T es una distribucién de orden infinito, ya que por la linealidad de la derivacién, T es lineal,
y si K C(0,1) es un compacto y ¢ € Di(2), entonces existe n, € N tal que K C [1;0, 1].
Ademas, para % < %O {es decir n, < J) se ticne que, qﬁ(%) =0, y asl, (;5(3)(%) =0.
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De esta manera, para j < ny, la suma que define a T(¢) es finita. Luego,

0 1 1, —1 1 t,—1 .1 ,—1 .
(@) =3¢ = |3 D) < 3 1)< 3 sup |60 (w)].
i=1 J j=1 J =1 J §=1 reld

Tomando C =1y N = n, — 1 (el cual depende de K, ya que n, depende de I{) se tiene
que,

|T(4)| < C Z su})' |69 (2)).

I<N TEl
Asi T es una distribucion de orden infinito. Este ejemplo dice que existen distribuctones
que 1o tienen orden finito.

2.3- El siguiente teorema caracteriza las distribuciones,

Teorema 1.2

Sea T : D(§}) — R hneal.

T es una distribucidn si y solo si

(dn » 0 en D(Q) = T($n) —— 0)

Nota: La convergencia en D{) estd definida segiin la observacion {e) de la seccion 1.3 y
asi el teorema establece que toda forma lineal en D(§2) que sea continua es una distribucion

en {1.

Demostracion:

(=) Sea T una distribucién y supongamos que ¢, — 0 en D(Q}), entonces, si I es un
subconjunto compacto de § existen una constante Cy > 0 y un entero positivo N tal que
para todo ¢ € Dy () se tiene que

IT(¢)] < Ci Z sup |D*¢(x)].

<N =1

Ademas se tiene que ¢, € Di()) y que D%, — 0 uniformemente en /K.

Ast,
|T(¢'n)| < CK Z sup |Dﬂq6n_(ﬂ-‘)l — 0

|cr|SNIEK (n=oc)

luego T(¢,) —— 0.

(n—sce)




