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EXPERIENCIA;
INTUICION Y AXIOMATIZACION

I. INTRODUCCION

Es facil advertir, cuando reflexionamos sobre la adquisicién pro-
gresiva de una determinada disciplina de naturaleza deductiva, tres
tipos de aserciones bastante diferentes: las que se basan en la expenen;
cia, las forjadas por la intuicidén, las que son tales que pueden dedticifse
unas a partir de otras. Haremos una descripcién de cada tipo con el
fin de destacar como tesis la diferencia entre ellos y una ruptura de lo
axiomatico respecto a lo experimental y Io mtumvo.

II. EXPERIENCIA

Llamaremos conocimientos experimentales a los de la practica, de
los sentidos, a los asi llamados del sentido comn, a los de laboratorio.
En general, a todos aquellos que son hechos o casos particulares de al~
guna relacién, Y que sirva esto Gltimo como caracteristica, si alguna
se puede dar. Asi son los conocimientos de la vida diaria: la cantidad
anual de lluvia en algin lugar dado del planeta, el nurnero de acci-
dentes sobre uma ruta de vacaciones, el de los habltantes del mundo,.
el de los ‘millones dilapidados en la teoria de la destruccién, o el de las
'rqsas que vimos florecer en una primavera si es que cultwamos b_1en
nuestro’ jardin,

Una relacién matematica, quiero decir, una relacién expresada-en
el lenguaje que usualmente emplean los matematicos, es verdadera
experimentalmente, cuando apenas sabemos que ella es caso particular
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de una teoria, que no conocemos como tal, es decir, en su desarrollo
mtemo, sino solamente ¢omo informacién de diccionario. Asi es cual-
quier dato que se haya obténido por substitucién en una relacién, de
la que podemos saber por testimonio ajeno que es teorema, aunque
ignoremos cémo sea teorema porque no tenemos ninguna idea de la
manera de insertarla en una teoria axiomatizada.

Otra verdad matematica experimental es la obtenida por compara-
cién con un modelo. Por ejemplo, la escuadra es un tridngulo rectangulo
universalmente aceptado y que figura entre los utensilios de trabajo de
quienes, por oficio, practican la geometria, casi siempre sin conocerla.
Tres segmentos de longitudes respectivas, tres, cuatro, cinco, (cualquie-
ra sea la unidad de medida), forman, de manera (nica, un tridngulo
rectangulo verificable con la escuadra. También pueden utilizarse pro-
visionales patrohes de medida. Se sabja ya antes de los griegos que el
volumen de un cono circular recto es la tercera parte del del cilindro
circular recto en el que pueda inscribirse: lo cual habia sido obtenido
experimentalmente por medicién de las capacidades respectivas.

Las aproximaciones efectivamente calculadas de niimeros reales son
verdades de tipo experimental para la absoluta mayoria de la gente. Sélo
quien sabe cémo se construyen las sucesiones aproximantes de las que
las aproximaciones en cuestién son términos, tiene de ellas un conoci-
miento ax1omatlco. '

Desde muy antlguo se sabe experimentalmente que la relacién
entre las longitudes de una circunferencia y su diametro es un niimero
comprendido entre 3, 1 y 3,2. Tal vez el primer hombre en saberlo
axiomaticamente haya sido Hipdcrates de Quios.

Histéricamente, fueron verdades matematicas, experimentalmente
conocidas, las de civilizaciones anteriores a los griegos de los tiempos de
Pitagoras, o las analogamente sabidas posteriormente.

En matematica, la experiencia por excelencia es el calculo.

Los resultados son de tipo experimental lo mismo 'que los que se
obtienen en la escuela primaria con las cuatro operacwnes del campo
racional, o en la secundaria mediante la resolucién de ecuaciones lmeales
y cuadréticas, o por aplicacién de la nocién de limite. En la ensenanza
umvers1tarxa, el calculo sigue teniendo marcada 1mportancxa eI apren-
dizaje de la teoria se atestigua gracias al calculo y se hace con miras
a aplicaciones, que se reducen simplemente a célculos. Al.tratar de re-
solver ecuaciones algebraicas o diferenciales se puede proceder por tan-
teo, lo cual es una especie de experimentacién. En la exposicién de una
teoria, por abstracta que sea, se recurre frecuentemente a ejemplos como -
& una experiencia que ayude a poner el pie en un terreno desconocido,
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tanto mas eficaces cuanto méas préximos a hechos o conocimientos pri-
mitivos. Investigaciones avanzadas pueden comenzar por el analisis de
una situacién bien concreta de la cual se han estudiado todos los porme-
nores, de este modo, ella sirve como experiencia metivadora.

Para los griegos, para el mismo Aristételes, la matematica se ocu-
paba ante todo de relaciones. Sin embargo, durante los siglos posteriores,
quiso reservarsele el estudio de la categoria aristotélica de la cantidad,
opinién de la cual participaban inclusive muchos mateméticos, por lo
menos todos aquellos que eran reacios a una matematica que podriamos
llamar cualitativa. La tendencia que domina actualmente comenzd a
manifestarse desde hace més de un siglo con la divisa de Lejeune-
Dirichlet: “Substituir el calculo por las ideas”. Una manera de expresar
esa tendencia es la de Poincaré en la frase siguiente: “Los matematicos
no estudian los objetos sino las relaciones entre los objetos; por lo
tanto, les es indiferente reemplazar estos objetos por otros, con tal que
no cambien las relaciones. La materia no les importa, sdlo les interesa
la forma”. Eddington expresa mejor la concepcién actual de la. mate-
matica al pensar que ella se ocupa de relaciones entre relaciones entre
objetos, pues no otra cosa son las estructuras, gracias a las cuales se la
expone hoy en dia.

Aun desde el punto de vista meramente cuantitative, raras son
las férmulas, por ejemplo, a las que puede llegarse por la sola experien-
cia; se necesita la intuicién para haber de generalizarla como conviene
y la axiomatizacién para saber cuéles son las condiciones de validez.

III. INTUICION

Seg(in Bourbaki (L’architecture des mathématiques, pag. 42. Les
grands courants de la pensée mathématique. F. le Lionnais. Nouvelle
édition. Albert Blanchard. Paris. 1962): “El matematico no trabaja ma-
guinalmente como el obrero en la fabrica; nunca se insistira demasiado
sobre el papel fundamental que juega, en sus investigaciones, una in-
tuicién particular (intuicién que por cierto se equivoca frecuentemente
como toda intuicidn), que no es la intuicién vulgar y sensible, sino més
bien una especie de adivinicién directa (anterior a todo razonamiento)
del comportamiento normal que parece tener el derecho de esperar, de
parte de los seres matemaéticos que una prolongada frecuentacién le ha
hecho casi tan familiares como los seres del mundo real”. ‘ ‘

Bourbaki expresa la misma idea (en Théorie des ensembles. E. L
‘8. Hermann. Paris, 1970) asi: “...la intuicién del matemaético... no
es necesariamente de naturaleza espacial o sensible, como se cree a veces,
sino. .. més bien, un cierto conocimiento del comportamiento de los



seres matematicos, apoyado frecuentemente por imagenes de naturaleza
muy variada, fundado primordialmente en la cotidiana frecuentacién de
ellos”. En el mismo texfo, un poco antes, Bourbaki apunta que “se esti
expuesto a fallas de razonamiento que arriesgan a conllevar, por ejem-
plo, el abusivo uso de la intuicién, o el razonamiento por analogia”.

Segtn Kant “la metafisica es el conocimiento racional por concep-
tos, la matematica es el conocimiento racional por construccién de con-
ceptos” donde “construir un concepto” es “exponer la intuicidén a priori
que le corresponde”. Claramente esta intuicién es de caracter espacial
contra la opinién de Bourbaki de que la intuicién mateméatica no se
traduce forzosamente en imégenes de cuerpos situados en el espacio.

Etimolégicamente “intuir” significa “ver dentro”. De aqui que se
haya llegado a emplear la voz intuicién en el sentido de contemplacién
directa, cast de representacién visual, tendiendo a confundirla con la ima-
ginacién, como capacidad de representacién mental. Algunos de los
filésofos llamados intuicionistas han merecido este calificativo por haber
dado la preferencia, en teoria del conocimiento, a la intuicién sobre el
raciocinio. Puede verse un rastro de la divulgacién de esta idea en la
descripcidn del Larousse. “Intuicién: conocimiento claro, directo, inme-
diato, de la verdad, sin ayuda del razonamiento”. En esta acepcion,
la intuicién es desde luego infalible, pues es el conocimiento de la ver-
dad, una especie de revelacién, que segiin algunos matematicos emi-
nentes que comparten con aquellos filésofos, seria el Ginico método para
descubrir.

Lo que si es cierto es que quien ha pensado intensamente en un
problema, si su concentracién es coronada por el éxito, es decir, por la
solucidn, vera a ésta manifestarse como una iluminacién stbita que le
permite ver en un instante y con claridad, aquello que habia buscado
largamente y como tanteando en las tinieblas. La intuicién asi entendida
es el momento culminante en cualquier creacién humana de valor: el
poeta cuando inventa la imagen apropiada a su quimera o Arquimedes
cuando se da cuenta de que el agua no empuja su cuerpo como el de
los otros mortales, en cuanto que él sabra medir, el primero, esa fuerza.

En este sentido muy pocos investigadores suscribirian el apotegma
de Picasso: “Yo no busco, encuentro”, sino mas bien los siguientes: “el
genio es noventa y nueve por ciento de transpiracién y unc por ciento
de inspiracién”, “el genio es una larga paciencia”. Porque la intuicién es
falible, sobre todo cuando es afectada por el entusiasmo, compaiiero in-
dispensable para acometer muchas obras humanas, pero débil consejero.
Muchos han creido haber echado al suelo alguno de los desafios ‘a la
razén cuando habian Gnicamente sido engafiados por la euforia de un
pretendido descubrimiento. O por la imaginacién. Por lo general, toda



labor creadora, es a saber, toda labor tendiente a obtener una obra
humana nueva, una manera de hacer o de ver las cosas diferentemente a
como se ha aprendido, requiere una gran imaginacién, llamada ella
también creadora. Puede decirse, tal vez, que es lo nuevo lo que la
requiere; un camino trillado lo recorremos de memoria; es un paraje
donde nos encontramos por primera vez el que incita nuestros sentidos
y el que solicita nuestra faena imaginativa. Para comprender una de-
duccidn, un argumento de novela, una péagina literaria, al entendimiento
se le facilita el trabajo con iméagenes diversas, claras y apropiadas.

Quienes menos discuten acerca de la naturaleza de los seres ma-
tematicos son los matematicos; quizd, como pensaba Aristételes, estas
cuestiones conciernen mas bien a quienes estudian el ser en cuanto ser.
Algunos de .ellos piensan que el saber mateméatico no tiene mas valor
que el experimental. Antes de aducir ciertos hechos a este respecto
quiero recordar las opiniones de Platén y Aristdteles.

Dice Platén: “Ta sabes también que se sirven de figuras visibles
y que, sobre estas figuras, construyen razonamientos, sin. tener las figuras
ellas mismas en el espiritu sino las figuras perfectas de las que aquellas
son imégenes; razonan sobre el cuadrado en si, sobre la diagonal en si,
no sobre la diagonal que trazan; e igualmente para las otras figuras.
Todas las que ellos modelan o ‘dibujan, las que producen sombras o
que. se reflejan en el agua, ellos las tratan a su vez como otras tantas
imagenes que les sirven para conocer aquéllas que no pueden serlo sino
por el pensamiento”. (Repdblica, VI, 510 d-511 a).

Dice Aristételes: “Tampoco es exacto que la medicién sea una
ciencia de magnitudes sensibles y perecederas, porque en este caso
pereceria ella cuando pereciesen las magnitudes. La astronomia misma,
la ciencia del cielo que cae bajo el dominio de nuestros sentidos, no
es una ciencia de magnitudes sensibles. Ni las lineas sensibles son las
lineas del gedmetra, porque los sentidos no nos dan ninguna linea recta,
ninguna curva, que satisfaga a la definicién; el circulo. no encuentra a
la tangente en un solo punto, sino en muchos como observaba Protago-
ras en sus ataques contra los gebmetras; ni los movimientos reales ni las
revoluciones del cielo concuerdan completamente con los movimientos y
las revoluciones que dan los célculos astrondmicos; Gltimamente, las es-
trellas no son de la misma naturaleza que los puntos”. [Metafisica, B
(I11), 2, 998 al.

No vamos a considerar aqui el problema de las interacciones entre
matemaética y realidad, pero si a subrayar fuertemente el hecho de que
los objetos matematicos no son simples copias de los objetos reales.

A Aristételes debemos la nocidén de abstraccidn, que consiste en la
elaboracién de una representacién mental, una idealizacién, se dice a



veces, de un objeto o de una relacidn, a partir de lo sensible, aislando
clertas propiedades. Pero si se tratara solamente de esto, se obtendria
por la abstraccién una descomposicién de las propiedades del objeto,
analoga a la que de la luz obtuve Newton por un prisma. Es mucho
mas lo que el matematico ha menester. Afortunadamente, como ha
recalcado Piaget en la Introduccidn a la epistemologia genédtica, “en su
origen, las operaciones légico-matematicas proceden de las acciones que
podemaos ejercer sobre los objetos”. Asi la mente no es solamente pasiva
sino que produce un objeto que no siempre es simple prolongacion del
objeto inicial.

Es cierto que en matematica se habla de puntos, rectas, planos y
espacio como en el lenguaje corriente, es decir, como en la experiencia;
pero aunque podemos interpretar los primeros en el caso particular
de los segundos, es decir, aunque los objetos matematicos puedan in-
terpretarse en particular como los objetos fisicos del mismo nombre, lo
primero que debe hacer quienquiera entender algo en geometria es
declarar una nitida diferencia entre los dos tipos de objetos. Los objetos
matematicos tienen maéas propiedades que los objetos sensibles corres-
pondientes. En la realidad no se puede alcanzar un punto con las pro-
piedades de punto matemético. Ni hay en ella rectas, sdlo segmentos;
ni un solo plano, sélo secciones planas como un espejo. Ni lo que
Hlamamos el espacio ordinario es realizacién de algin espacio mateméa-
tico. La nocién de esfera, la més inmediata, que parece experimental,
no lo es, pues nadie puede ver al mismo tiempo toda la superficie
esférica; es intuitiva, por ser la intuicién la que completa la parcela de
esfera que la visién puede captar. Es también la intuicidén la que alarga
un segmento en los dos sentidos para forjar la representacion mental
de la recta. Mas complicada todavia es la construccién de las rectas
paralelas, o la del plano, o 1a del espacio.

Alguien podria pensar que estamos muy atareados tratando de
exhibir para cada objeto matematico la intuicidn correspondiente y
dandole por consiguiente razén a Kant. Sin embargo, esto no ‘pasa de
ser un recurso pedagogico, una contribucién de la imaginacién adiestra-
da matematicamente al trabajo de comprensién. Pero toda intuicién esti
desterrada de los desarrollos formalizados tal como se los concibe, con
Hilbert, desde 1899. En cambio, en Euclides, que era toda la geometria
para Kant, la intuicién desempefia un papel considerable; lo cual, en
cierta manera, justifica al filésofo.

El impulso a la generalizacién en matematica es un oficio de la
intuicién que puede extenderse a todas las ciencias deductivas y. que
tiene su contraparte en aquellas ciencias cuya materia prima es sacada
directamente de la experiencia. Cuando un experimentador tabula sus
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datos, aspira a conseguir una funcion tal que los puntos que ha podido
calcular pertenezcan a la grifica de la funcién o que por lo menos los
que no estén sobre ella se acerquen lo mas posible a puntos que a
ella le pertenecen. Cuando lo haya logrado habri descubierto el compor-
tamiento del fendémeno, es decir, una ley de Ia naturaleza. En esta
biisqueda consiste la induccién, gque es un trabajo eminentemente intui-
tivo. Posteriormente, cuando se conozcan ya muchas de tales leyes, es
posible tal vez construir un sistema deductivo donde la mayoria de ellas
aparezcan como teoremas. Fue, por ejemplo, el caso de Tico Brahe y
Kepler, cuyos trabajos culminaron en la exposicion deductiva de Newton.

En resumen, diremos con Piaget que “aiin una verdad eterna como
dos mas dos igual a cuatro puede ser estudiada genéticamente pues
hay géntes pensantes que no la poseen. Una cosa es la constatacién
empirica sobre un Abaco, una mas la concepcién que de ella tenian los
pitagdricos, muy otra es la de los Principia Mathematica de Russell y
Whitehead” (1. E. G. pag. 13).

Una relacién matemaética intuitivamente verdadera es una verdad
experimental generalizable o una explicacién que parece cobijar otros
casos particulares fuera de los ya constatados o una relacién matemética
para la cual parece posible una demostraciéon en el sentido de que se
tiene una idea de cémo insertarla en un contexto demostrativo.

Por ejemplo, por cada semicircunferencia existe un tGnico triangulo
rectangulo isdsceles inscriptible. Es facil verificarlo experimentalmente,
en cada ocurrencia. Es facil intuir la generalidad del hecho. Esta es
una verdad tipicamente intuitiva. La imaginacién, convenientemente
adiestrada, tiene la osadia de postular la universalidad de la situacién.
No es la experiencia, la cual se ocupa Unicamente de casos particulares,
por lo tantc no podrie dar cuenta sino de un n@mero finito de ellos.
Una pregunta interesante es entonces la de si esta situacién es genera-
lizable, lo cual se lograria suprimiendo uno de los requisitos; si es el de
que el tridngulo sea rectangulo no hay generalizacién posible porque en
una semicircunferencia s6lo es posible inscribir un Wnico tridngulo
isésceles. Quitando ahora la condicién de que el tridngulo sea isdsceles
nos podemos preguntar si hay tridngulos rectangulos inscriptibles en una
semicircunferencia dada. Experimentalmente podemos verificar cada vez
que los tridngulos inscritos son hallados rectangulos; pero la experiencia
no da para mas, La pregunta fue contestada afirmativa y univer-
salmente se dice que por Tales de Mileto, pero no se sabe qué justifi-
cacién haya podido dar de su respuesta, si no era la experimental, es
decir, la de verificar cada vez mediante la escuadra. Aqui el namero
de casos posibles sobrepasa toda posible experiencia. La relacién “todo
tridngulo inscrito en una semicircunferencia es rectangulo”, no es sblo
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experimentalmente verdadera (lo es caso por caso), es intuitivamente
verdadera; tenemos una conviccién asaz fundada de que cuantas veces se
haga la verificacién se encontrard que la relacién se cumple pero no
serd un teorema mientras no sepamos obtenerla axiomAaticamente, es
decir, ubicar en un sistema formal una cadena de implicaciones de la
cual ella sea el altimo eslabdn.

IV. AXIOMATIZACION

Entrevista la posibilidad de que una cierta relacién sea teorema,
s ‘indispensable la construccién de una cadena de implicaciones, un.
puente que leve desde ciertos: enunciados dados, hasta el-enunciado
que presumimos es un teorema y que lo serd cuando la cadena quede
construida; mientras no sea asi, serd una conjetura. Hay algunas de
éstas, verdaderos desafios a la razén humana, muy famosas, como la
de Goldbach que dice que todo niimero par se puede descomponer en
suma de dos ndmergs primos.

La cadena de implicaciones es 'lo que se llama una demcstracxon'
el Gltimo eslabdén de la cadena es el teorema demostrado. No es ésta,
en general, una tarea facil, lo cual explica que los mas dificiles Ileven
nombre propio y que ademas una disciplina no llegue a ser axiomatizada
sino muy tardiamente. Durante siglos, la Gnica parte axiomatizada de
la matematica fue la geometria, de manera que la historia de la’axio-
matica estd entranablemente ligada a la de la geometria; por la axio-
matizacién de la geometria y por la posibilidad de diversas geometrias
los matemaéticos han llegado a entender lo que es fundamentalmente una
teoria axiomaética, En la historia primitiva de la geometria o en la de
otras disciplinas, la abundancia de conocimientos experimentales o -in-
tuitivos lleva a lo que se ha dado en llamar islotes deductivos. Hasta
hace poco la geometria se aprendia axioméiticamente o no se aprendia.
Ahora se debiera pensar que no hay ninguna necesidad de aprender de-
ductivamente a la fuerza y que es mucho mas importante el conocimiento
experimental o intuitivo dejando el puramente formal para los especia-
listas. Muchos son partidarios de un estrado intermedio, axiomatizado
por lugares, por islas, de donde la expresion de islotes deductivos. Pues
bien, cuando una disciplina abunda en conocimientos experimentales o
intuitivos asi como ‘en islotes deductivos se puede pensar-en un desarro-
llo formal de toda ella. Lo cual consiste en construir una teoria en la que
van a aparecer como teoremas, la mayoria de los resultados de que se
dispone en dicha disciplina. Para eso se toman algunos términos que no
se definen explicitamente y a los cuales no se les va a dar la signifi-
cacién del lenguaje corriente sino én cuanto lo autoricen unas relaciones



que no se demuestran y cuyo oficio es precisamente éste de fijar el
Gnico sentido que sera legitimo dar dentro de la teoria que se construye
a los términos no definidos. Es preciso también fijar la ldgica con la
que se van a hacer las derivaciones. Y éstos, en cierta manera, son
los Gnicos materiales indispensables. Para comenzar se considera una
relacién expresada en el lenguaje de los términos no definidos y las re-
laciones no demostradas adoptados y se trata de construir la cadena
entre los principios primeros y la relacion en cuestién mediante la légica
elegida,

El aspecto general de una teoria axiomatizada es éste:

Primeros principios)
Légica f = {Teoremas}

que podemos esquematizar asi:

1P Py 4 4L => 4T}

Grosso modo, este esquema no ha cambiado desde los griegos. Ha
seducido siempre a los espiritus amantes del rigor y las construcciones
sistematicas. Es curioso que la vaga sensacién que tienen las gentes de
la exactitud matemética tenga més que ver con el cilculo, experiencia
matematica, que con el esquema anterior que si es lo que constituye la
matemética, por lo menos desde los tiempos de Pitdgoras. En efecto,
para recalcar sobre algo que les parece irrefutable, acuden al socorrido
paradigma: “esto es tan cierto, como que dos y dos son cuatro”. Y se
sigue diciendo lo mismo a pesar de que Goethe haya escrito: “Dos por
dos no son cuatro sino simplemente dos por dos y a esto llamamos
cuatro por brevedad. Pero cuatro no es absolutamente nada nueve”. En
este esquema pensaba Benjamin Peirce cuando decia que “la matematica
es la ciencia que obtiene conclusiones necesarias”.

Para demostrar una relacidn es preciso dar una justificacién que
cubra todos los casos posibles dentro de la teoria prohijada. Como dice
Galileo en algin aparte del Didlogo de dos nuevas ciencias: “Una sola
experiencia o demostracién concluyente que se tuviese en contrario,
bastaria para echar por tierra ... cien mil argumentos probables”, Afia-
damos que la demostracién aqui pedida por Galileo es redundante:
podemos suponer que se tengan cien mil verificaciones favorables; pues
bien, basta un Gnico ejemplo en contra para que ya haya que renunciar
a tener una relacién verdadera. Una marcada propensién a la generali-
zacibén abusiva, es muy humana, es decir, una pasmosa falta de escriipulo
para confeccionar enunciados generalizadores no basados en ocurrencias
cuidadosamente procesadas sino en observaciones superficiales., Posible-
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mente la especie sienta psicologicamente una necesidad de apoyarse en
formulaciones universales y tranquilizadoras; tal vez sea irreflexidén; o
simple anhelo individual de imponer la propia visién del mundo. De
todos modos éstas son relaciones desechables matematicamente hablan-
do. El que todos los casos posibles queden involucrados es lo que
da esa conviccidén de universalidad y de necesidad que muchos creen
hallar Gnicamente en las demostraciones matematicas.

Una relacién matematica axiomaticamente verdadera dentro de una
teoria es una relacién maternéatica para la cual, como ya lo dijimos varias
veces, hay una demostracidn, es decir, una cadena de implicaciones desde
los primeros principios hasta ella. Ahora bien: en estas cadenas no
pueden figurar sino implicaciones entre relaciones que o bien son axio-
mas o bien son relaciones formadas, seg(in los canones de la légica acor-
dada, a partir de los axiomas o de relaciones ya demostradas. En
resumidas cuentas, el sistema axiomatico es autosuficiente en el sentido
de que sdlo intervienen en él los términos no definidos, las relaciones
no demostradas, simbolos abreviadores llamados definiciones y las ca-
denas de implicaciones. De ninguna manera entra en consideracién, por
ejemplo, algo que ya sabiamos experimental o intuitivamente sobre un
termmo o una relacién que figuran en el sistema. Aqui es donde aparece
una ruptura entre los tres tipos de conocumento. En efecto, se pasa
casi insensiblemente de la experiencia a la intuicién pero no asi de ésta
ala axiomatizacién. Entre los dos primeros tipos, los datos pueden apo-
yarse mutuamente. En el tercero ningin dato de la experiencia o de la
intuiciéon debe flgurar como un eslabén de alguna cadena demostrativa.
Esto de ninguna manera quiere decir que la experiencia y la intuicién
anteriores no intervengan psicolégicamente, pues entonces serian indtiles.
Son muy activas como motivacién, pero subjetivamente. Para escoger
qué términos no serin definidos o una entre varias demostraciones po-
sibles de un teorema se procede por razones exteriores al sistema formal,
va que el hecho de que una demostracién sea mas corta que otra, por
ejemplo, no afecta en nada a la demostracién en cuanto tal.

El papel preponderante de la implicacién es el que se explicita
al decir que la maternatica es hipotético-deductiva: de tales hipétesis
se derivan tales tesis y no otras y si se quieren derivar otras tesis hay
que tomar otras hipétesis. La verdad matematica es relativa, es interior
a cada sistema formal. La matemaética es el conocimiento que no puede
desprenderse de las hipdtesis; ya lo habia dicho Platén.

V. CONCLUSIONES

A. El conjunto de las verificaciones de que una relacién mateméti-
ca es experimentalmente verdadera es necesariamente finito, En conse-
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cuencia, los conocimientos experimentales parecen aislados, inconexos,
fragmentarios, no articulados por un principio.

B. La demostracién de que una relacién matematica es axiométi-
camente verdadera comprende todos los casos posibles y estos, casi
siempre, abarcan mas que la humana experiencia posible. En conse-
cuencia, la axiomatizacién es la Unica manera apropiada de tratar
propiedades concernientes a conjuntos infinitos.

C. Entre estos dos tipos de conocimiento hay un foso que tiende
a salvar la intuicidn, en el sentido de que gracias a ésta, se forjan, a
partir de conocimientos experimentales, relaciones demostrables,

D. En un texto demostrativo no pueden figurar conocimientos ex-
perimentales o intuitivos por el hecho de ser tales sino por el hecho de
ser términos no definidos o relaciones no demostradas o términos defi-
nidos o relaciones demostradas. En consecuencia, la verdad matematica
es una verdad relativa al sitema formal donde se ha encontrado para
ella una demostracién.

E. La matematica actual se ocupa primordialmente de relaciones
entre relaciones entre objetos, es decir, de estructuras.
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