
UNA NOTA SOBRE UNAS PROPIEDADES DE LA FUNCION
GAMA r'(x)

Yoshikazu EDA

La func ien gama l'(x) se define, para todo valor x > 0, por

medio de la integral
00

(1) = "(.-1
t dt,

o

o por el limite

(2) F'(x) = lim fl.-'--, _Tl.-=-'A. _
X(X.-tl)(JC+Z) . (J<>tn)

o tombi en por el

(3) I
r(:;c)

producto infinito

"(:.;. 00

=xe. TI[(I+~)e
'Yl =,

en donde

co

'I = lim ( L, ~ - log rn ) = 0.57721 ••••
m--+oo 'Y\=\

Integrando por partes, se obtiene de (1), para todo x > °
(-' (x + 1 ) = x r (x) .

Cuando x es un nurnero natural, apl icando rei teradamente Ia for-

mula anterior, y teniendo en cuenta que r (1) = 1, se obtiene que

/'( n + 1 ) = n ] •

Sean x; 'YJ ' Zk nurnero s reales, tales Que
. .) Z~')O (1&1t =<[;jx.. ') 0 (I:r. l :r. 0(, ), (I- j ) 0 (I ~ l s ~ 'a ~

Y sean s, ' tj, lA .. , n, n", n" numero s enteros tales Que

Y

n ~ 0, n' ~ 0, n" Z. O.

entonces
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r (~,t- ... ~<, - ',- ~ ) I~ q "--of-C(+I--n 11.

" ;l( I + ... + ~ - J,- .. - - :J f' - 0( -+- I - H > 0

TEO R EMA u' (b = 0 ) •

t,+" +t f' d-

(-I) IT
~.tj :~I

S,+"'+ ~ +t/+·· .+tp =11

r ( 'J, + ... +- ~ - X, - .. - :xd.. + o() n!
~

Si d' + ... + d ~ - X, - .' - x .. + 0( - n ) 0

TEOREMA 1//

\' ( x, +. . -t- '\I - 0( + I )

;=1s·,

5;

TEORE MA IV (0( = d = o ) , (20] :

l'
fl

L 1T l'(~j+tj) 1f fl ~J) r( '3,+ ..... '3, + on)
=

t J~I t I j =-1 I~(~,+ 'TllJ .
-t- 'i1~ )J

t,+ . + t,.-rt

> i
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TEOREMA V ([3-0)

'6
ex

L 1T
I"', ..... s '~I,
"'>\+1't ='1. S,+ -" +~ ....n'

.
71

(-I) L
s

1T
t,{K \(=1

b

1T r(Z,,)
\<=1

'"IT \'( 2;>
i=/

"",-+.' + I'\r= n'

X,+"'+ x,J. -2,-"'- Z$ -01. +I-n.>o
TEORE~A V· (f'~o):

si

, "fl,n
, 'I

'Yl+n='1.

d.

L IT
II

n ">'
____ (-1) ~

10<=1

&.i I + '. + Lt J c; 1'1."

11
== (-,)

I'(x .. ·.·+z. -x-.··-'1; +c(-n), .r I 0<

,'--' ( z,» '. + Z - X, - .. -:( + ...) -n !
d C(

~j z, + ... + z.r - 'C, - ... - "0( + 0( - 11 ;> 0

2.
Los Teorema5 II "-' V son ca50S espeeiaIes de I Teorema I, y

el Teorema I es tcmbien un caso especiol del Teorema II. Porque, si

en el Teorema II, se hace

=
,

t· = t ~ ( 1 ~ :;< ~ ),v. v,
J J J J

( ~' + I~ j f ~r.
,,

=
,

t, = u' ( 1 ~ k ~ ~-~ ) ,Yj z
" I J 0<

U,J + .. "= n

entonces, en este caso se obtiene el Teorema I ( 0(, ~', ~' ), Y por

10 tanto, basta demostrar el Teoremo II •

Se demuestra primeramente el Teorema III ( 0( =..t ). porin-
ducc ien completa. La cfirmcc ion es cierta para n = 0, 1. En el caso
n = 1, se obtiene :
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(4) L
X,1-x ...-z ~,+~~I S,' S~! r(X,-S,11(X,,-S2)

Suponiendo que para n

es cierto, entonces se tendrc :
J

= n el T eorema III (]I, = 2 n = n )

Sr. s~
L
S"S~ ,(5,+1)'(5.+1) rCXI-s,)\lX2-S2)

Sl+~:;-n

y, sequn el Teorema III 0( = 2, n = I ) (4), se tiene:

+- L ------)=
5,,52. 115,)n:.+,)r("'i-5,JI(Xl-S~)

~
~l' Sz.

S,-+S.1 = nrl S-t-S=71
I 2

y, per la hipotesis de III ( 0< = 2, n = n ) :

)=

rl~I+X~ -z)

r(:t',+x~-z-n)
( +

(11+ I)!

10 que demuestra completamente el Teorema III ( 0< = 2 ).

Se hace ahora la demo strcci on del Teorema III por induce ion

01" • La cfirrnccion es cierta para
0( = 2)). Entonces

I

c( = 1completa sobre el numero

( tr iv ia I ) y 0<. = 2 ( III (
"'+1

If

~t-1. n' 50(+ I! r ('X"""-t-l-~'~) s;
S,+ ··.,...s = 7\' ;"n-8

d. «"'1

\~I
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y por la hipote sis del Teorema III ( 0( = 0<

c(
1T reX;)
i :::;1

Segun el Teorema III ( J.. = z- ), se obtiene :

"'
~ I(x;} r (xl+ ~;x;.+,-c(- It) f' (xl+--+~ _ "" + I) 71!

«+ I ) n III rrX-)I'(,,-,+---+X.,+,-ol-n
i=\ I 11;1\

10 que demuestra el Teorema III.

EI Teorema II ( 0<. = r = I )se demuestra por induce ion
complete sobre e] nurnero n, La afirmacion es cierta para n = O.

Suponiendo que para n = n se tiene el
n = n ) es decir :

""' t, r(ih-,-t,)
~ (-I)

Teoremall ( do. = ~ = 1

rCd,) r' ( ~,- 'el, )

r(:(,) rc :(,-:l,-I1)-n1

entonces se rendrc [vease: lo demostrcci on del III 0( = 2 ) ]
t,

(-I) _

S,! rC><,-S,)

r(~I+t,)

t,1

n+1
L:

t, re d,t-t,) L t, r'( '3,+t,1(-, ) T (-I' )=
S,Tt,=="l rcS,Tt, J r'lt,) I~(X,-Sf)

S, T[,=,,+1 \(5,) r (t{t-,) r( :{",-5,)

r(:<:'-4'-') ( rtdl+I) rt :1,) )=- +r( :<,-~,-(71+1)) nx,l lioe,-/)tI + 1

----------.---
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