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Resumen

La visualizacon y aralisis de las caractersticas funcionales y anabmicas
de algunas estructuras puede facilitarse mediante modeldsidimensionales
obtenidos por segmentacon a partir de inagenes de Tomogafa Compu-
tarizada o Resonancia Magretica. La determinacon de lorgitudes y areas
en estas super cies se di culta debido a la intrincada geomia de algunas
estructuras anabmicas, como la corteza cerebral, el esimago o el colon. De-
formar la super cie en una mas simple permite superar la mayra de estas
di cultades, puesto que estos aralisis morfonetricos pueden ser simpli ca-
dos si las longitudes yareas son calculadas sobre versiaele la super cie
nas suaves y topobgicamente equivalentes, restringida a la condicbn de
preservar las propiedades netricas de manera apropiada.

Este trabajo presenta un netodo novedoso de deformacon on preserva-
con de netricas que permite generar representaciones savizadas de estruc-
turas neuroanabmicas. Estas super cies 3D son aproximads por mallas
de trangulos, las cuales evolucionan de acuerdo a un campde velocidad
externo, modi cado por una contribucon dependiente de la curvatura lo-
cal. Este movimiento conserva las propiedades netricas lcales dado que la
fuerza externa es modi cada al incluir explcitamente un termino de preser-
vacbn delarea en la ecuacon de movimiento. Se muestra s aplicabilidad
al calcular representaciones suavizadas a partir de datosenroanabmicos
reales, obteniendo super cies cuya distorsbn delarea bcal es menor al 5%
comparada con la super cie original.
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Abstract

Visualization and analysis of functional and anatomical features in so-
me structures can be facilitated with three-dimensional malels obtained by
segmentation from Computed Tomography or Magnetic Resonace images.
Estimation of areas and lengths in these surfaces can beconi cult due
to the intrincate geometry of some anatomical structures, Ike the cerebral
cortex, the stomach or the colon. A deformation of the origiral surface into
a simpler one turns out to overcome most of these di culties, since these
morphometric tasks may thus be simpli ed if lengths and area are calcula-
ted over topologically equivalent, smoother versions of tle surface, subjected
to the condition that the metric properties must be appropri ately preserved.

This work presents a new metric preserving deformation metbd which
permits to generate smoothed representations of neuroanammical structu-
res. These 3D surfaces are approximated by triangulated mées which are
evolved using an external velocity eld, modi ed by a local curvature depen-
dent contribution. This motion conserves local metric properties since the
external force is modi ed by explicitely including an area preserving term
into the motion equation. Its applicability is shown by computing in ated
representations from real neuroanatomical data, obtainig surfaces whose
local area distortion is less than a 5% when comparing with tle original
ones.
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Captulo 1

Introduccon

La visualizacon y aralisis de las caractersticas funcionales y anabmicas
de algunas estructuras puede facilitarse mediante modeldsidimensionales
obtenidos por segmentacon a partir de inagenes de tomogafa computari-
zada (CT, Computer Tomography) o resonancia magretica MR, Magnetic
Resonancg. La determinacon de longitudes yareas en estas super ges se
di culta debido a la intrincada geometra de algunas estructuras anabmicas,
como la corteza cerebral,organos huecos como el colon, et€n el caso de la
corteza cerebral, la compleja e intrincada forma de algunasircunvoluciones
y cisuras no permite calcular de manera exacta el valor de laseas funcio-
nales, tal como se muestra en la Figurdl.l. Sin embargo, algunas de estas
aplicaciones morforretricas pueden simpli carse si las méiciones se realizan
sobre otra super cie mas suave con una topologa similar yque conserve las
netricas lo mas posible.

Por otro lado, las deformaciones de super cies tridimensinales y sus
aplicaciones han sido tema de estudio en losultimos 20 asso Los modelos
deformables se aplican actualmente en diferentes areas,apa automatizar
procesos tales como segmentacon, registro, medicon, jaste, y otros relati-
VOs a imagenes nedicas.

Basicamente, se denominan modelos deformables a aquellen los que
un contorno bidimensional o una super cie tridimensional £ hacen evolu-
cionar hasta que toman la forma de otro contorno o super cie bjetivo. De
acuerdo a lo presentado por Montagnatet al. en su revison de los modelos
deformables p3], los campos de accon en los cuales se aplican estos modelo
cubre el reconocimiento de patronesl2, 13, 14], la animacbn computariza-
da [10, 53], la simulacon de cirugas [9, 17], y la segmentacon de imagenes
[36, 90, 43], entre otras. Tambéen se utilizan diferentes representaiones para



Figura 1.1: Representacon 3D de la corteza cerebral, junbd con la segmen-
tacon manual del bbulo temporal en un corte coronal. La segmentacon
permite visualizar la intrincada geometra de las cisuras

generar desde Ineas 3D deformables hasta voumenes defoables. Los mo-
delos deformables fueron introducidos por Kasst al. en 2D [£¢] y extendidos
al caso 3D por Terzopouloset al. [80]. Algunos de los modelos deformables
resenados por Montagnatet al., como level sets spring-mass y modelos de
elementos nitos; son tambéen presentados nas adelante Captulo 3) junto
con algunas otras aproximaciones relacionadas, y combinanes deestas.

1.1. Morfometra de Estructuras 3D

En losultimos anos la medicina ha sido invadida por avance tecnobgi-
cos que han cambiado de muchas maneras el ejercicio profesh En par-
ticular, los recursos computacionales se han convertido eana importante
herramienta en la toma de decisiones nmas acertadas acercaeda condicon
del paciente y de su tratamiento. Algunos tipos de imagenesredicas que
se emplean en la actualidad permiten obtener representaai@s bidimensio-
nales y tridimensionales (conjuntos devoxeles, mallas poligonales, modelos

"Volume elements Los voxeles de una representacon 3D son equivalentes a Is pixeles
de una imagen 2D.



paranetricos, super cies implcitas, etc.) de las estructuras anabmicas del
paciente, con lo cual los nedicos pueden estudiarlas con a3 comodidad
y precison, y diversos paquetes de software desarrolladoen la actualidad
permiten simular, por ejemplo, los efectos a largo plazo derutratamiento

o de una ciruga. Muchas herramientas proporcionan medida nas precisas,
y son mucho mas apidas para efectuar aralisis complejos

La morfometra o biometra, es decir, el estudio cuantitativo de las
estructuras anabmicas, es un elemento potencialmente imortante en el
diagrostico, el prorostico y el seguimiento de la condi@n de un paciente.
Las mediciones sobre alginorgano, cuando se realizan, geralmente se ha-
cen de forma manual, por lo cual son vulnerables a errores ea medicon,
y como consecuencia producen erdida en la precison y eral con abilidad
de la medida P7].

Existen paquetes de software que permiten realizar mediciees exactas
sobre super cies lisas y sencillas; sin embargo, el realiz&ste tipo de me-
diciones en super cies mas complejas e intrincadas es naglifcil, pues es
necesario considerar factores tales como el cambio en lasgulos, en las cur-
vaturas, etc. que determinan la precisbn de las mediciong. Para resolver
este problema, una aproximacon posible es deformar la sugr cie inicial de
forma que su geometra se simplique, y poder aplicar los ajjoritmos de
medicon para super cies sencillas. Sin embargo, el proc® de deformacon
de estas super cies se puede hacer de diferentes manerasl, tamo se pre-
sentaa en los siguientes captulos. Un elemento adicioal que se considera
es la posibilidad de transformar una super cie en otra, con keobjetivo de
comparar las mediciones realizadas en cada una de ellas.

1.2. Morfometra Basada en Super cies

Una vez obtenida una representacbn simpli cada de una sugr cie 3D,
es importante revisar qle aralisis pueden aplicarse sobe esta nueva super-
cie. Una de las aplicaciones nmas comunes en la medicina solos estudios
morfonetricos, es decir, la toma de medidas con el objeto deomparacon
con otros sujetos o con un atlas, o para observar los cambiosq@lucidos
durante la evolucon de la estructura anabmica. Estas mediciones permiten
la deteccon de tumores y otras enfermedades que afecten fmrma de las
estructuras anabmicas.

De acuerdo a la investigacon en morfometra realizada pa Ashburner
[3], existen tres nmetodos morfonetricos principales: la mafometra basa-
da en deformaciones, la morfometra basada en tensores y lmorfometra



basada en voxeles. Cada netodo identi ca elementos diferges (diferencias
anabmicas macrosmpicas, diferencias estructurales ® regiones y compo-
sicon local, respectivamente) se aplican exclusivamerg al cerebro y son
utilizados para comparacon entre pacientes.

1.2.1. Morfometra Basada en Voxeles

El netodo de morfometra basado en voxeles es consideradel mas simple
dentro de la neuroanatoma computacional, unicamente requiere una com-
paracbon basada en voxeles de la concentracon local de niaria gris entre
dos grupos de sujetos. Para que esta comparacon entreguesultados lo nmas
exactos posibles, se requiere una etapa de normalizacorsjgacial de todas
las imagenes a un mismo espacio, luego se extrae de las inmges la parte
gue corresponde a la materia gris y se aplica un Itro de suazado, con lo
cual pueden aplicarse aralisis estadsticos para locatiar y hacer inferencias
acerca de las diferencias entre los grupos. El resultado adrido es un mapa
paranetrico estadstico (SPM, statistical parametric map) que muestra las
regiones donde la concentracon de materia gris di ere dedrma signi cativa
entre los grupos.

1.2.2. Morfometra Basada en Deformaciones

La ecnica de morfometra basada en deformaciones caradariza las di-
ferencias globales a nivel macrosmpico (por ejemplo, cabms en el tamano
de losorganos o asimetras) que complementan los result@dos obtenidos con
la morfometra basada en voxeles, permitiendo as la comaracon de dife-
rencias tanto a nivel macrosmpico como a nivel mesosmogib (por ejemplo,
displasia de la corteza cerebral).

Inicialmente el metodo requiere la normalizacon espacal de todas las
imagenes del conjunto de observacon. Esta normalizacin se lleva a cabo
utilizando una plantilla que servia como imagen de referecia, y luego para
cada imagen se genera un campo de vectores de deformacbneymapean
la imagen en la plantilla. Estos campos de deformacon sonamparados por
medio de tcnicas estadsticas multivariadas para estinar la naturaleza de
las diferencias y para hacer inferencias sobre ellas. El idtado obtenido con
esta tcnica es un valorp relacionado con la signi cancia del efecto y uno o
nas vectores caronicos, o deformaciones, que caracte@dn la naturaleza de
las diferencias.

2Transtorno del desarrollo de los tejidos que ocasiona malfamaciones



La morfometra basada en deformaciones generalmente redggre netodos
de registro no rgido de inmagenes, para realizar aralisis de las relaciones
espaciales entre estructuras anabmicas {0]. De esta manera, esta ecnica
puede ser aplicada para detectar cambios volunetricos erak super cies [L5],
utilizando el Jacobiano del campo de deformaciones. Este etodo presenta
dos ventajas principales sobre la manera tradicional de mécbn de cambios
en el volumen (volumetra basada en imagenes de resonanai magretica):

= No requiere de un conocimientoa priori de la regon de intees para
realizar los aralisis morfonetricos

= Incrementa la capacidad de deteccon de las regiones con g#ios en
el volumen dentro de los Imites de precison del algoritmo de registro

1.2.3. Morfometra Basada en Tensores

Con la utilizacon de los netodos de morfometra basados en tensores,
se persigue localizar regiones que involucren cambios enfarma de las su-
per cies entre grupos de imagenes, utilizando los campos & deformacon
calculados con la morfometra basada en deformaciones. Pa analizar las
formas locales, se utiliza la matriz Jacobiana del campo deealormacon,
gue constituye el tensor de segundo orden relativo a las deadas espacia-
les de la transformacbn, y contiene informacon acerca c los estiramientos
(stretching), deformacon lateral ( shearing) y rotaciones aplicadas en la de-
formacon.

Una forma simple de esta ecnica constituye en comparar lovolmenes
relativos de diferentes estructuras cerebrales, donde cadsolumen se obtiene
tomando el determinante de la matriz Jacobiana en cada puntoUtilizando
ecnicas estadsticas univariadas, es posible conocerishay un aumento o
disminucon en el volumen.

Otra forma nmas potente de la morformetra basada en tensors es uti-
lizada cuando es necesario analizar muchos sujetos en un mis estudio.
Extrayendo medidas de forma (como areas, longitudes y valmenes) de la
matriz Jacobiana, y utilizando ecnicas estadsticas multivariadas, es posible
conocer si existen variaciones en las formas a lo largo de toctl estudio.

SCierta clase de entidad geonetrica, que generaliza los corceptos de escalar, vector
y matriz de manera que sea independiente de cualquier sistema de coordenadas elegido.
Wikipedia



1.3. Caracterizacon de las Medidas Morfonetri-
cas

Las medidas morforretricas kasicas que se pueden tomar sob la super-
cie incluyen longitudes o distancias,areas,angulos, airvaturas, grosor, etc.
Es necesario resaltar que la caracterstica mas importarte que deben poseer
los netodos de deformacon de super cies es que la nueva mesentacon
simpli cada preserve la mayora de las netricas de la supe cie 3D original,
pues de otra forma no tendra gran aplicacbn. La super cie puede estar
representada por una malla de triangulacon, por voxeles,0 por alguna otra
estructura; y los nmetodos de medicon suelen ser dependiges del tipo de
estructura que se utilice.

En modelos poligonales, por ejemplo, una aproximacon a ladistancia
entre dos puntos puede encontrarse sumando los valores de laristas que los
conectan; de forma similar elarea de una regon puede enagrarse sumando
lasareas de los polgonos que se encuentran en ella. El pplema se presenta
cuando se requiere que estasareas y distancias sean lo nagactas posibles,
lo que requiere de nir rutas que no caen totalmente sobre lasristas del
modelo.

1.4. Aplicaciones en Morfometra de Super cies

Entre algunos desarrollos relacionados con este campo seceentra la
estimacon deareas basada en voxeles, presentada por Wireich et al. [39].
El metodo requiere dos pasos: detectar y delimitar la regbn de intees y
luego estimar elarea de la regon. El usuario debe indicaralgunos puntos
gue indican la regbn de intees, los cuales son conectadode acuerdo a la
ruta mas corta para delimitar la regon. Luego, se aplica el estimador dearea
de Mullikin & Verbeek para aproximar elarea de la regon. Notese que el
estimar la ruta mas corta entre cada par de puntos permite cdcular tamben
distancias entreestos y podra obtenerse tambéen el pemetro de la regbn
de intees.

Otro trabajo relacionado es presentado por Chunget al. [16], quien in-
troduce una aproximacon estadstica para realizar morfometra basada en
super cies de la corteza cerebral. El @lculo de las medids consideradas
en este trabajo esh basado en el tensor netrico de Riemannel cual per-
mite medir longitudes, areas yangulos, y cuyo diferencid permite estimar
cambios en elarea y en la curvatura de la super cie. Esta apoximacon no
requiere la de nicon de una regon de intees.



1.5. Estructura del Documento

Este documento presenta el planteamiento de algunos modelgara de-
formacon de super cies 3D sujetos a la restriccon de preservar lo nmas
posible medidas tales como areas y curvaturas, que facikin los aralisis
morfonetricos sobre estructuras anabmicas. A manera deintroduccon y
contextualizacon, en el Captulo 2 se presentan los elementos y neto-
dos matematicos necesarios para la comprenspn de los picos relacionados
con deformacon de super cies. A continuacon, el Captulo 3 recopila los
nmetodos nas representativos utilizados para la deformaon de super cies
3D, clasi @andolos en cuatro grandes grupos: netodos paa aplanar (Seccon
3.2), netodos para suavizar (Seccon 3.3), netodos de mapeo (Seccon3.4)
y metodos de metamorfosis entre super cies (Seccon3.5). Tambén incluye
las aplicaciones nas relevantes de estos netodos en la San 3.6.

Una vez introducido el problema a tratar, y los trabajos recentes en el
area, en el Captulo 4 se presentan de manera nas detallada algunos mode-
los planteados para deformacon de super cies con preseacon de rnetricas.
La contribucon particular de este trabajo es presentada & los Captulos
5y 6, donde se describen los fundamentos fsicos y se detalla glodelo pro-
puesto para la deformacon de super cies tridimensionals con preservacon
local de nretricas.

Los modelos planteados deben combinarse con una aplicac@mue provea
la visualizacon de las estructuras 3D, y el @lculo deareas y longitudes sobre
estas representaciones. ECaptulo 7 describe la integracon del modelo de
deformacbn en una aplicacon prototipo para visualizacon y medicon. Por
ultimo, el Captulo 8 recopila las re exiones sobre el trabajo realizado y
delinea las posibles Ineas de trabajo por explotar.



Captulo 2

Elementos Matenaticos

La comprensbn de los conceptos relacionados con deformat de super-
cies requiere de algunos fundamentos matematicos en geoatra diferencial
y ecuaciones diferenciales parciales. El presente Capta aporta la termino-
loga necesaria para la comprenson de los bpicos relamnados con defor-
macon de super cies, presentando las nociones de curvata, operador de
Laplace-Beltrami, mapeo conforme, elementos nitos ylevel sets conceptos
gue se mencionaan en captulos posteriores.

Los conceptos presentados en este Captulo fueron tomadode las si-
guientes fuentes:

Di erential Geometry of Curves and Surfaces Manfredo P. DoCarmo.
Prentice-Hall, 1976.

Geometric Partial Di erential Equations and Image Analysi s, Guiller-
mo Sapiro. Cambridge University Press, 2001.

Di erential Geometry , Heinrich W. Guggenheimer. McGraw-Hill Book
Company, 1963.

Theory and Problems of Di erential Geometry, Martin M. Lipschutz.
Schaum's Outline Series, McGraw-Hill, 1969.

Level Set Methods and Fast Marching Methods: Evolving Intéaces
in Computational Geometry, Fluid Mechanics, Computer Vision, and
Materials Science J. A. Sethian. Cambridge University Press, 1999.

Introduction aux Eements Finis, V. Legat. Universie Catholique de
Louvain, Notes du cours MECA2120, 2004.



2.1. Curvas

La geometra diferencial de curvas y super cies comprendealos aspectos
principales: la geometra diferencial chsica y la geoméra diferencial glo-
bal. El aspecto chsico comprende el estudio de las propieties locales de
las curvas y super cies, donde estas propiedadesunicamés dependen del
comportamiento de la curva o super cie en el vecindario de urpunto. El
aspecto global estudia la in uencia de las propiedades lodas en el compor-
tamiento de la curva o super cie completa.

Por una representacon regular paranetrica se entiende una funcon vec-
torial

x=x(p); p2l
de p en un intervalo | que satisface las siguientes propiedades

1. x(p) es de claseCk 2 | (es decir, tiene derivadas continuas déesimo
orden)

2. xYp) 6 0 para todo p 2 |

La variable p es llamada el paametro de la representacon.
Un cambio de pammetro permisible de claseC es cualquier funcon CK
:J ! 1,donded esunintervaloy (J) I, que satisface { ) 60, para
todo 2J.

Dos representaciones regulares paranetricaé y g de claseCk son equi-
valentes si y Dlo si existe un cambio de paametro permidble de manera
que (Ig)=1l¢yg()=f( () paratodo 2l

Una curva plana, que puede representar la frontera de un obje plano,
est de nida como un mapeo de la Inea real en el plano real:

p) :[a;H2 R! R?

donde p corresponde al paametro de la curva. Con esta de nicon, para
cada valor pg 2 [a; b se obtiene un puntoC(pg) = [ X(po); Y(po)] en el plano.
Una curva regular C de claseC¥ es de nida tamben como una clase de
equivalencia de representaciones regulares paranetrisade claseCk. Una
representacon x = x(p) determina de maneraunica una curvaCque consiste
de todas las representaciones relacionadas a ella por un chim de paametro
permisible.



2.1.1. Longitud de Arco

El paametro p, el cual es arbitrario, permite describir la velocidad a la
cual se mueve la curva. Esta velocidad est de nida por elvector tangente

@
@p
Es posible plantear una nueva parametrizacon, la cual se dnominalongitud

de arco Euclidiana s, de manera que el vector tangente sea siempre un vector
unitario
@

@p
(siendoj j la distancia Euclidiana chsica). Con esta nueva parametizacon,
la curva ya no est de nida dentro del intervalo [a;b], sino dentro de un
nuevo intervalo [0;L], donde L corresponde a la longitud Euclidiana de la
curva. La longitud de arco se obtiene por medio de la relaca
dC _ dCdp ds dx 2 Ly

ds dpds ) dp_ dp T dp

1

#i-

Dado el paametro p 2 I+ = [a;h], la longitud de arco de una curva
regular C de nida por la representacbn regular paranetrica f est de nida

por z,
L= jfqp)jdp

a

donde, en erminos de la base esandarR3, f(p) = (f1(p);f2(p);f3(p)), y

q
ifpi= A2+ (FAP)2+(fAp)2

Una vez de nida la longitud de arco, es posible calcular la lagitud Eu-
clidiana de una curva descrita entre los puntoC(pg) y C(p1) de la siguiente
manera:

Z n #1:2 Z
P1 dX 2 dy 2 s(p1)
— dp= dp

L (po; p1) = — +
dp dp s(po)

Po
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2.1.2. Curvatura Euclidiana

Con la nueva parametrizacon, el producto interno del vecbor tangente
(que de ahora en adelante se denotaa pofs) consigo mismo es constante:

hG;Gi =1
De manera que, al derivar esa expreson con respecto § se encuentra que
hG; Gssi =0

Esto indica que la primera y segunda derivadas de la curva conespecto
al pamametro s son vectores perpendiculares entre s. Dado que el vector
tangente tiene longitud unitaria, la norma de la segunda deivada jCssj estima
la medida de la rapidez con que la curva se desva de la Inedgangente en
s. De esta forma, la curvatura Euclidiana puede ser de nida ceo el valor
absoluto del vector normal G

= JCss

El vector unitario en direccon tangente se denota por T, de la misma
forma el vector unitario en direccon normal se denota porN . As, se pueden
reescribir las expresiones para la primera y segunda deriglas, as:

d_C =T
ds
d’C _
e
Y con estas expresiones es posible obtener lasuaciones de Frenet

N

dT

ds

dN

ds

Cuando la curva esh descrita de manera implcita, como ellevel setde
una funcon bidimensional u(x;y) : R*! R:

C f(xy):u(xy)=0g

la curvatura esh descrita por la siguiente brmula:

= N

2Uy Uy Uyy + Uyy U2
W7+ 1)

2
_ UxxUy

La cual se obtiene aplicando los siguientes enunciados:
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1. Tanto la normal unitaria N' como la tangente unitaria T son perpen-
diculares a loslevel setsy

r u
V=05

2. SIN =(n1;n3), entonces =dni=dx +dny=dy

2.1.3. Representacon de Curvas por Medio de la Curvatura

El Teorema Fundamental de la Teora Local de Curvas dice que

Teorema 1 Dada una funcon diferencial (s) > 0, existe una curva para-
metrizada regular C: [a; 2 R! R?, dondes es la longitud de arco y (s)
la curvatura de C. Adenas, cualquier otra curva C que satisfaga las mismas
condiciones, di ere de C por un movimiento rgido.

De esta forma, cualquier curva puede ser representada por swrvatura

(s) como funcon de la longitud de arco s. Adicionalmente, la curvatura

no cambia con todas las traslaciones y rotaciones que puedaplicarse a la

misma curva, de manera que (s) es invariante a los movimientos Euclidia-
nos.

2.1.4. Curvatura de Super cies Bidimensionales

Consicerese una super cie bidimensionalS embebida enR3. Al intersec-
tar esta super cie con un plano que contiene el vector normah y un vector
tangente en un punto particular, se obtiene una curva planaja cual tiene
una curvatura. Esta es denominada la curvatura normal N ( ) (donde e
es la direccon del vector tangente), y vara de acuerdo a & escogencia del
vector tangente. El valor de la curvatura se toma como positio si la curva
gira en la misma direccon de la normal de la super cie, en oto caso se toma
como negativa.

Si se consideran todas las posibles curvaturas normales em ypunto
dado, es posible determinar las curvaturas maxima y mnima, las cuales se
conocen como las curvaturas principales; y » (Figura 2.1). Las direcciones
de los vectores tangentes correspondientes a estas curveds normales se
denominan las direcciones principale®; y e».

La curvatura Gaussiana ¢ de una super cie corresponde al producto
de las curvaturas principales (¢ = 1 2). Determina si una curva es lo-
calmente convexa (cuando su curvatura Gaussiana es positiy o localmente
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Curvatura
minima

Curvatura
maxima

Figura 2.1: Visualizacon de las curvaturas principales (raxima y mnima)
en una super cie cilndrica

®ncava (cuando es negativa). Esta curvatura es una propigad intrnseca
de la super cie, es decir, que su valor ©lo depende de la mana en que se
miden las distancias sobre la super cie (rmetrica de Riemam). Entre algu-
nas super cies con curvatura Gaussiana constante se encuean el cono, el
cilindro, el plano, la pseudoesfera y la esfera.
La curvatura media y de una super cie es igual al promedio de las
curvaturas normales L z,
- N
O
Al expresar la curvatura normal en erminos de las curvaturas principales,
N()= 1co( )+ »sin?( ), se obtiene que la curvatura media es igual al
promedio de las curvaturas principales: y = 1; 2, Esta propiedad est re-
lacionada con la primera variacon delarea de la super cie, en particular una
super cie como una membrana de jalon tiene curvatura mediacero y una
pompa de jalon tiene curvatura media constante.
La curvatura Gaussiana ¢ Y la curvatura media p satisfacen la relacon
ﬁ c, Y la igualdad se cumpleunicamente en puntos umbilicale$, dado

_1
que 3 =21 22

Ypuntos de la super cie donde la curvatura es la misma en cualquier direccon
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2.2. Operador de Laplace-Beltrami

El operador de Laplace-Beltrami, o Laplaciano intrnsecq es la genera-
lizacon del operador de Laplace para funciones de nidas sbre super cies
suaves 0, de manera mas general, sobre variadades de RienmafRiemannian
y pseudo-Riemannian manifoldg. Es una extenson natural del Laplaciano
gue considera todas las derivadas intrnsecas a la superie, de manera que
el operador de Laplace-Beltrami puede verse como la proyeme sobre una
super cie S de la divergencia del gradiente 3D regular:

sf =rs (rsf)

Como de nicon formal, consicerese una super cie S bidimensional, sua-
ve y dos veces diferenciable eR3. Una parametrizacon de S sobre un do-
minio planar D puede escribirse como

X (u) = fx1(u);x2(u);x3(u) : u=(ut;u®) 2 Dg

SeaTpS el espacio tangente en cualquiep = X (u 2 S) de manera que las
derivadas parciales

X1(u) = @:X (u)

Xa(u) = @=X (u)
forman una base enT,. Cualquier vector d 2 T,S puede escribirse como
d = dulXy+ du?X, for algunas constantesdu! y du?, y la longitud del
vector d es X
d? hd;di=  gjdudd

i

donde los productos puntog; = hX;;X;i son llamados el tensor netrico
de Riemann. As, el operador de Laplace-Beltrami x correspondiente a la
parametrizacon X est de nido como

1 ¥ @ oy OF

xF = 19° "9 @u

g™, @u

2.3. Mapeo Conforme

Una de nicon dada por la teora de super cies de Riemann a rma que
una super cie de genuscero (es decir, sin asas, hoyos, o intersecciones con-
sigo misma) puede ser mapeada de manera conforme en una esafele la
misma forma que cualquier porcon local de la super cie puele mapearse de
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manera conforme en un disco. El mapeo es conforme en el semtién que
preservaangulos. Es tambéen biyectivo (sobreyectivo e nyectivo). De ma-

nera explcita, los coe cientes de la primera forma fundamental® (E;F;G)

son transformados como E; F; G ), con dependiendo del punto en la
super cie. Por esta raon, los mapeos conformes se desceh cormunmente

como aquellos que mantienen las similaridades en lo pequeflocal).

Un mapeo continuow = f (z) de un dominio G en un espacio Euclidiano
n-dimensional (n  2) es llamado conforme en un puntagy 2 G si posee las
siguientes propiedades en ese punto:

= Constancia de dilatacon: signi ca que la tasa ”(JZ;# de la dis-

tancia entre las imagenesf (z) y f (zp) de los puntosz y zg tiende a
un Imite de nido k = k(zq;f) mientras z tiende a zo de una manera
arbitraria. El rumero k es llamado el coe ciente de dilatacon enzg
para el mapeo dado

= Preservacon deangulos: indica que cualquier par de curas continuas
I1;1, 2 G que se intersectan enzy con unangulo  (es decir, sus
tangentes enzg forman unangulo ) tienen correspondencia con un
par de de curvas continuasL1;L, que se intersectan con el mismo
angulo enf (zg)

Un mapeo continuo de un dominioG es llamado conforme si es conforme en
todos los puntos del dominio.

2.4. Elementos Finitos para Problemas Elpticos

2.4.1. La Ecuacon de Poisson

Un gran conjunto de problemas matematicos y fsicos se redicen a resol-
ver una ecuacon de Poisson sobre un dominio abierto en el pano (x;y),
teniendo en cuenta condiciones de frontera que pueden ser dms tipos:
condiciones de Dirichlet sobre una parte de la frontera p y condiciones
de Neumann a lo largo de la parte y de la frontera (@= p[ N VY

p\ N = ;). Este problema puede escribirse de dos maneras diferentes

2En geometra diferencial, la primera forma fundamental es el producto interno so-
bre el espacio tangente de una super cie en el espacio Euclithno 3D, que est inducida
caronicamente a partir del producto punto en R®. Permite el @lculo de la curvatura y las
propiedades netricas de la super cie (como longitudes ya reas) en una manera consistente
con el espacio en el queesta se encuentra de nida.Wikipedia
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una formulacon fuerte, compuesta kasicamente por ecuamnes en deriva-
das parciales; y una formulacon cebil o variacional, la cual es estrictamente
equivalente a un problema de minimizacon.

Formulacon Fuerte

La formulacon fuerte de un problema elptico con condiciones de frontera
puede plantearse como encontrar unu(x) 2 Us tal que:

r (aruw+f=0 8x 2
n (aru)=g 8Xx2 N (2.2)
u=-t 8X2 p

donde n = (ny;ny) representa la normal saliente de la curva ya es un
paametro constante. Sobre la frontera p, el valor de u es impuesto at,
mientras que sobre la frontera y el valor del ujo n (ar u) es impuesto al
valor de g.

Esta formulacon con condiciones de frontera puede modelavarios tipos
de problema:

= La conduccon del calor; dondea es la conductividad ermica, f una
fuente de calor yu la temperatura.

= La transferencia de masa; donde es la difuson y u la concentracon.

= Una membrana ehstica en tenson; donde a es la tenson sobre la
membrana yf la fuerza lateral.

Formulacon Cebil

Se de ne, de manera aproximativa, un espacid) que contiene las fun-
ciones que se anulan sobre la fronterap, y un espacioU que contiene las
funciones que satisfacen las condiciones de Dirichlet. A pr de la Ecuacon
2.1 se obtiene:

Z
a(r (aru)+f)d =0 ; gnz20

efectuando una integracon por partes
Z VA Z
r (0ar u) d (r0) (ar u)d + of d =0 ; gnz20
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aplicando el teorema de la divergencia

Z Z Z
n (0ar u) ds (r0) (aru)d + of d =0 ; gnz20

en virtud de la de nicon de 0
Z Z z
an (ar u) ds (r0) (aru)d + of d =0 ; gnz20
ey

La formulacon cebil o variacional puede deducirse inmedatamente como
encontrar un u(x) 2 U tal que:

Z Z Z
(ro) (aruyd = ofd + ogds 8020 (2.2)
I {z o {z—= }
a(osu) b(0)

esta formulacon es completamente equivalente a un problea de minimiza-
con de nido como encontrar un u(x) 2 U tal que:

1
J(u) = mno5 a(v;v)  b(v) (2.3)
I {z }

J(v)

2.4.2. Metodo de Elementos Finitos

A excepcon de un rumero de casos particulares, encontrada solucon
exacta de un problema en derivadas parciales desde la fornadbn fuerte o
cebil es en general imposible. En estos casos lo que se buses aplicar un
metodo nunerico para encontrar una aproximacon u" de la solucbn exacta
u.

El metodo de elementos nitos consiste en escribir esta apoximacon de
la siguiente manera:

o x
u'(x) = U j(x) (2.4)
=1
donde U; son los valores nodales desconocidos y las funciones de forma

especi cadas a priori y que pertenecen al espacit). Las posibles aproxi-
maciones pertenecen a un sub-espacio de aproximacon o egpo discreto
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U" U . La mayora de las funciones de forma utilizadas estin asoiadas a
un punto particular del espacio X; y satisfacen la siguiente propiedad:

i (Xi)= (2.5)

donde j es la Delta de Kronecker (j =1 sii = j y 0 en otro caso). De
esto se deduce que los valores nodales pueden ser vistos cdasovalores de
la aproximacon en X;

h xXn

u'(Xi) = U j(Xi)
j=1
xXn

u(Xj) = U jj
j=1

u"(Xi) = Ui

Los Elementos Finitos como un Metodo Variacional

Como U" se ha introducido como un sub-espacio déJ, una manera
natural de obtener lasU; es exigiendo encontrar uru"(x) 2 U" tal que
z z z
(ro" (arud = a"fd + o'gds sah2Ur  (2.6)
| {z o {z—= }

a(h;uh) b(tih)

o0, de manera estrictamente equivalente, encontrar unu"(x) 2 U" tal que

J(uM = mn 1 a(v™:v") b (2.7)
vhauh =~ 2
| {z }

J(vh)

El problema planteado por la Ecuacon 2.6 es conocido como eheto-
do de Galerkin mientras que la formulacon en erminos de minimizaco n
de la Ecuacbn 2.7 se denominanetodo de Ritz. En general, ambos proble-
mas pueden denominarse la formulacon discreta. Esta formlacon discreta
corresponde a un sistema lineal d& ecuaciones com in@gnitas. Para ob-
tener las ecuaciones algebraicas que proveen los valoresdates, basta con
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sustituir u" en la expreson del funcional J (uM)

,Z Z
Jum=Z @¢u" (ru"d fuhd
2
Z 1 O 1 7 |
1 X0 X X0
J(u" = 5 Uur i @ uyr Ad f Ui d
i=1 ji=1 i=1
R z x <
i=1 j=1 i=1
10 X
J(Uh)= > UiU; Aj UiB;
i=1 j=1 i=1

donde la matriz Aj; y el vector B; esan de nidos por
Z

(r i) (r j)d
Z
B = fid

El mnimo del funcional se obtiene como

h xo
O:@‘lu): Aj U Bj; i=1;::::n (2.8)
@y o
j=1
Los Elementos Finitos como un Metodo de Residuos Ponderado S

Si los espaciodJ y U" son rede nidos para contener aquellas soluciones
que satisfacen las condiciones de Dirichlet, los elementde U" no satisfaran
completamente la Ecuacon 2.1, sino que dejaran lugar a un residuo

rh=r (ar uM)+ f (2.9)
El netodo de residuos ponderados consiste en evaluar los kaes nodales
a n de minimizar el residuo de alguna manera. Entre las forma de realizar
esta minimizacon, se encuentran:

= La ecnica de colocacon, que impone la anulacon del resduo en los
nodos

r"(X;)=0; i=1;:::;n
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= Laecnica de Galerkin, que consiste en anular en promediolgproducto
de los residuos con las funciones de forma

irthd =0 ; i=1;::::n (2.10)
La escogencia de una de estas ecnicas tiene una fuerte inancia sobre la

precison y la con abilidad de la aproximacon producida . Partiendo de la
Ecuacon 2.10(con i variando siempre entre 1 yn), se obtiene

Z
ir"d =0
en virtud de la de nicon de r"
VA Z
i(r (aru") d+ ifd =0
efectuando una integracon por partes
VA Z Z
(r i) (ar uMyd + r(iaru)d+ ifd =0

aplicando el teorema de la divergencia

z z ya
(r i) (ar uM) d + n (jar uMds+ fd =0
d

de acuerdo a la de nicon de U"
Z Z Z

(r i) (ar uM)yd + ‘P_(?Elhf ds+ fd =0
N g

por de nicon de uP

s Z Z Z
(r i) (@aud Uy ( igds+ fd) =0
i=1] /EZ } | = {z }
ij Bi
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donde la matriz Aj (llamada matriz de rigidez) y el vector B; (llamado
vector de fuerzas nodales) estin de nidos por
VA
Aj= (r i) (r j)d
Z z
Bi

fid+ igds
N

Finalmente, se obtiene el sistema algebraico que de ne la fmulacon
discreta: Encontrar U; 2 R" tal que

xo
Aj U; = By, i=1:::::n (2.11)
j=1

2.5. Level Sets

El level seto conjunto de nivel de una funcon diferenciablef correspon-
diente al valor real ¢ es el conjunto de puntos

Esto quiere decir que corresponde al conjunto de valores dde la funcon f
toma el valor constante c.

Si el umero de variables es dos1f = 2), el conjunto de nivel es una
curva plana conocida comocurva de nivel o Inea de contorno. Sin = 3 el
level setes una super cie conocida comauper cie de nivel, y para valores
nmas grandes den el conjunto de nivel corresponde a unaiipersuper cie de
nivel.

Una curva de nivel es conocida tambéen como unacurva implcita , re-
calcando el hecho de que la curva est de nida por una fun@n implcita.
Tamben es utilizado el nombre isocontorno, que representa un contorno de
igual ancho. De manera araloga, una super cie de nivel es gmcida tamben
Como unasuper cie implcita 0 unaisosuper cie.

Los netodos de level setscorresponden a echicas nunericas disenadas
para rastrear o seguir la evolucon de curvas entre dos regnes diferentes.
En la aproximacon por conjuntos de nivel, se toma la curva aiginal y se
construye una super cie que la contiene, que generalmentegne forma oni-
ca, como se ilustra en la Figura2.2. Esta super cie tiene la propiedad de
intersectar al eje x y exactamente en la posicon en la que est ubicada la
curva. La funcon level settoma como entrada cualquier punto en el plano
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y retorna su altura, es decir, su posicon en la super cie. la curva original
corresponde allevel setcero, puesto que corresponde al conjunto de todos
los puntos que tienen altura cero.

z
s el
e i < Y
- i T

Figura 2.2: Esquematizacon de la funcon level set A la izquierda, la curva
original, de nida en el plano x y. A la derecha, la funcon level sef donde la
curva es el resultado de la interseccon de la super cie corel planoxy.
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Captulo 3

Deformacon de Super cies

En este Captulo se presentan de manera didactica los mod®s nas
usados para deformar super cies tridimensionales obtenias a partir de pilas
de imagenes nedicas. Estos modelos permiten simpli car wma geometra
compleja por medio de alguna manipulacon materratica de k| super cie, con
el objetivo de facilitar la realizacon de estudios de anabma comparativa
enorganos complejos y sobre grandes voumenes de poblani

El contenido de este Captulo fue publicado como artculo en la Revista
MED de la Universidad Militar Nueva Granada, con el ttulo\ Morfometra
de Super cies Complejas Usando Deformaciones no-Parangtas” [71].

3.1. Introduccon

El problema de obtener una representacon plana de una sugecie cur-
va, como por ejemplo una esfera, fue estudiado por Gauss hacl828, quien
lo considen un problema sin solucon exacta debido a la dierencia entre
las curvaturas Gaussianas de la super cie curvada y su repsentacon en el
plano. Sin embargo, hacia 1989, empezaron a publicarse lagmeras solucio-
nes aproximadas de este problema. La investigacon en estsampo contirua
con mejores aproximaciones planares de las super cies 3D,iemtras se han
explorado otras posibilidades tales como suavizar la georita de la super -
cie u obtener un mapeo entre los puntos de la super cie y otra as simple.

Los trabajos realizados por David Van Esseret al. [11, 21, 22, 24, 20, 45,
23, 3g] y Bruce Fischl et al. [30, 18, 29, 2¢], aunque esan enfocados hacia el
estudio de la corteza cerebral, constituyen un buen ejemplg son actualmen-
te una referencia de los trabajos que se pueden realizar consl modelos de
deformacbn basados en super cies. Sus artculos preseéan desarrollos muy
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completos acerca de los tres tipos de modelos que se presanieaqu (apla-
namiento, suavizado y mapeo). Del mismo modo, se han elabata herra-
mientas de software, comoSureFit 1, Caret? y SuM3 resenadas enZ,
las cuales permiten al usuario realizar diversos aralisisobre super cies de
la corteza cerebral y aplicar operaciones como suavizadosansformaciones
geonetricas, proyecciones, aplanado y otras deformacias.

deformacién de

superficies
alisar una mapear una metamorfosis aplanar una lineas de
superficie superficie de superficies superficie corte
lineas de fuerza de mapeo level sets circle
cresta evolucién conforme packings

mapa

arménico voxeles

level sets

representacién
multiplanar

movimiento spring-mass

parametrizacién regiones de woven mesh

correspondencia
parametrizacién

Figura 3.1: Clasi cacon somera de los netodos para defomar super cies

Los modelos para deformar super cies, resenados en la lisgura mas
reciente pueden ser clasi cados en cuatro grandes grupospmo lo muestra
la Figura 3.1. Los modelos que aplanan una super cie buscan obtener una
representacon en el plano Euclidiano de la super cie 3D, insertando si es
necesario Ineas de corte que mejoren la proyeccon. Conos modelos que
suavizan la geometra de la super cie se obtiene una repremtacon alisa-
da, que conserva la forma tasica pero elimina los picos y vids demasiados
pronunciados. Con la aplicacon de los netodos de mapeo dsuper cies se
busca proyectar los puntos de la super cie 3D en otra de geontr@ mas sim-
ple (como una esfera). Porultimo, con los netodos de metanorfosis entre
super cies se busca la transformacon que permite deformauna super -
cie en otra y las super cies correspondientes a los pasos @rmedios de la
transformacon.

Lhttp://brainvis.wustl.edu/resources/surefitnew.html
2http://brainmap.wustl.edu/resources/caretnew.htm|
3http://sumsdb.wustl.edu:8081/sums/index.jsp
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3.2. Aplanar una Super cie

Este es el primer problema que se consideio en deformacode super -
cies, dada su similaridad con el problema de elaborar mapasuyo objetivo
es el de obtener representaciones planas de una super ciergada. La canti-
dad de puntos de la super cie original se conserva en la repsentacon en el
plano, pero las distancias,angulos yareas se afectan sig cativamente entre
nmas compleja y curva sea la super cie. En esas situacionesesutilizan las
Ineas de corte, que ayudan a corregir un poco la distorsm en las netricas.
En la Figura 3.2 se presenta el resultado obtenido al aplicar un netodo para
aplanar la super cie. En este caso patrticular, es necesarimsertar una Inea
de corte en la super cie para lograr una representacon plaa de la super cie
inicial.

Figura 3.2: Esquematizacon del proceso de aplanado de unsuper cie 3D.
Seintroduce una Inea de corte y los trangulos son desplgados hasta obtener
una representacon en el plano.

La solucon al problema de elaborar mapas presentada en/f] puede
considerarse una aproximacon muy primitiva pero \alida por ser la pione-
ra. Basicamente, se presentan los lineamientos de un algilmo que permite
alisar super cies no convexas, el cual se basa en calcular ammatriz con
las distancias entre los puntos de la super cie curva; luegose determina un
conjunto de puntos en el plano cuya matriz de distancias se apte a la cal-
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culada para la super cie inicial, usando el netodo del desenso del gradiente
de Newton-Raphson y el algoritmo para calcular las distan@s mnimas pre-
sentado en $9). Junto con otros ajustes (como la cantidad de vecinos que
se evalian), la representacon plana obtenida represersa adecuadamente la
forma alisada de la super cie original.

Mas recientemente, se han presentado diferentes aproxin@ones que re-
suelven de la forma nmas exacta posible el problema de aplamana super cie:

= Parametrizacon: Floater presenta en B1] el desarrollo matematico
necesario para elaborar una parametrizacon para una supecie de
triangulacon de forma que la imagen obtenida sea una reprgentacon
plana de esta super cie. Basicamente se hace una considesan sobre
los vecinos en cada punto y se desarrollan tres diferentes zanetri-
zaciones: uniforme, mnimos cuadrados ponderados y pres&acon de
la forma, las cuales son comparadas al nal para determinard mejor
aproximacon.

= Circle Packings : El metodo de Circle Packings (empaquetar crcu-
los) fue presentado inicialmente por Hurdalet al. en [42], y luego reto-
mado y rede nido en [41] por los mismos autores. Aunque es un nmetodo
gue no preserva totalmente las netricas, se considera ungooximacon
discreta que permite generar representaciones planas de $aper cie
en el plano euclidiano y en el plano hipertolico. Se trabajasobre una
malla de triangulacon, se colocan crculos con centro encada \ertice
de la malla, y el radio del crculo se va ajustando de acuerda una
condicon sobre la suma de losangulos que se pueden consir en cada
\ertice. Tamben se elaboo un paquete de software, CirclePack #, que
implementa este netodo.

= Basada en voxeles: Dado que la representacon general de las super-

cies 3D esh basada en voxeles, Grossmanrt al. [33] desarrollaron
un rretodo directo que opera sobre los voxeles de la super €j el cual
requiere de dos pasos: el @lculo de las distancias geoteas mnimas
entre los voxeles, y la husqueda de una con guracon de putos en 2D
cuyas distancias euclidianas aproximen lo mas posible laglistancias
geodksicas entre los voxeles. El netodo es apido pues noequiere el
@lculo de una super cie de triangulacon y conserva de fama aproxi-
mada las rnretricas globales.

4http://ww.math.utk.edu/~kens/DownLoad.html
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= Spring-Mass : El metodo presentado por Wang et al. en [34] se enfoca
en la aplicacon de un modelospring-mass (masas y conexiones) que
se rige principalmente por la minimizacon de una funcon de energa
y por erminos que indican la precison en la forma y en elarea. Es
un rretodo relativamente apido y generalmente requiere de pocas ite-
raciones para obtener buenos resultados. EI modelspring-mass es
retomado y modi cado por Li et al. en [56], incluyendo, adenas de
las conexiones de tenson del modelo original, conexionesuzadas que
minimizan la distorsbn de la representacon resultante. La super cie
se divide en cintas de trangulos que se van aplanando una ana, y
para eliminar las posibles superposiciones de trangulose considera
la energa global de relajacon, un procedimiento local de correccon y
algunas restricciones en la evolucon.

= Woven mesh : El netodo nas reciente, presentado por Wang et al.
en [33], se basa en la construccon de una malla entrecruzadawfoven
mesh), utilizando dos tipos de mapeo: el de nodos de tensbn, quea
adicionando los nodos sobre dos rutas perpendiculares endaper cie;
y el mapeo diagonal de nodos, que agrega los nodos ubicadosles
cuadrantes. Luego se minimiza una funcon de energa que nde las
deformaciones de longitud y area entre los nodos en la sup@&ie y
los nodos en la representacon planar, lo que permite estdbcer una
parametrizacon entre todos los puntos de cada una de las qer cies.

Un elemento adicional que se considera en los modelos paralapar
una super cie 3D, es el de Ineas de corte en una super cie gocomplejidad
georetrica alta para garantizar que la representacon plana correspondeir de
mejor forma con la super cie inicial. En algunas aproximacones iniciales,
estas Ineas de corte las poda estimar el usuario de formamanual. Ya mas
recientemente, Wanget al. presentan en §5] un nmetodo para automatizar
esta labor, el cual evala en cada punto de la malla de trianglacon la
curvatura Gaussiana, y la utiliza como criterio para estabkcer la cantidad y
longitud de las Ineas de corte que deben aplicarse a la supeie. El proceso
de aplanado se realiza por medio de un modelgpring-mass modi cado.

3.3. Alisar o Suavizar una Super cie

El proceso de suavizado puede generar una super cie con mengun-
tos, con lo que se reduce el espacio en disco que ocupa la reggr@acon y
el tiempo de procesamiento de la misma. En la Figure3.3 se presenta el
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resultado de alisar una representacon 3D del tallo cerebail.

Figura 3.3: Proceso de simpli cacon o alisado de una supecie 3D

Algunas de las aproximaciones mas relevantes en este camge presentan
a continuacon:

= Parametrizaciones: Un netodo de suavizado utilizando parametri-
zaciones relacionadas con multirresolucon de mallas esrpsentado por
Leeet al. en [52]. La idea kasica es simpli car la malla de triangulacon
de forma iterativa utilizando mapas conformes, de forma quese esta-
blezca una jerarqua, y luego cada punto de la malla inicialse asocia
con cada una de las diferentes resoluciones. Es una solutapida y
no restringe la topologa de la malla.
En [76], She er et al. se concentran en una parametrizacon que uni-
camente tiene en cuenta la preservacon de losangulos. Sargumento
es que para preservar las caractersticas netricasuni@amente se nece-
sita que se mantenga el valor de losangulos en cada iteram de la
evolucon de la super cie. Plantean un problema de minimizacon en
ermino de losangulos con restricciones que se van modi @ndo si se
observa que se generan intersecciones en la frontera. Tasiipuede
aplicarse para generar nultiples resoluciones de la mallanicial.
Un tercer ejemplo de parametrizacon es introducido por Khodakovsky
et al. en [49). El proceso se basa en dividir la super cie en regiones
triangulares y luego, para cada una deestas, calcular el maeo en el
dominio de paametros, cuya base es generada con la simptacon de
la malla original por eliminacon de \ertices. El proceso considera la
calidad de los trangulos y la distorson netrica.

= Level sets : Hermosillo et al. presentan una aproximacon al proble-
ma de suavizado empleanddevel setsen [39]. Se consideran las carac-
tersticas que gobiernan el movimiento de la super cie de auerdo a
su curvatura media, en los casos de la preservacon delagey la pre-
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servacon del volumen; las cuales se integran a la formulamn de level
sets que aproxima estos movimientos. Adicionalmente, se deterian
las condiciones que permiten mantener la correspondenciantee los
puntos a lo largo de la evolucbn de la super cie.

La combinacon de los modelos delevel setsy la tcnica de difuson
anisotiopica para el suavizado de super cies es presentamlpor Tasdi-
zenet al. en [79]. Se utilizan level setscon ujos de cuarto nivel, uno
de los cuales es la difusbn anisotiopica, representadogson ecuaciones
diferenciales parciales. El proceso consiste en resolver dlifusbn an-
isotopica en el mapa normal de la super cie, y luego la supecie se
deforma aplicando loslevel setshasta que se ajusta a las normales
suavizadas. Se aplican conceptos de minimizacon del mapaormal de
energa y reajuste de la super cie.

= Estimacon de la velocidad: Pons et al. se enfocan en la preser-
vacbon delarea al suavizar una super cie en [67]. Su enfoque se basa
en tomar un movimiento normal, dado por el usuario y el cual ge
neralmente se basa en la curvatura media, y construir a parti deel
una velocidad tangencial apropiada que preserve elarea a edida que
evoluciona la super cie. El metodo puede aplicarse en supecies de
triangulacon y en level sets perounicamente se presentan resultados
con la implementacon en level sets

= Lneas de cresta: En [/7], Stylianou et al. presentan la utilizacon de
Ineas de cresta para suavizar una super cie. El objetivo & establecer
las Ineas de cresta es que permiten particionar la super & creando
un diagrama geocksico de Voronoi, con el cual se puede impteentar
un algoritmo mpido de alisar super cies, el cual combina & mapeo
barientrico de Tutte y las coordenadas de valor medio de Fbater.
Las Ineas de cresta se calculan de acuerdo a una aproximewide la
curvatura y a una esqueletizacon. La distorson netric a introducida
por este netodo parece ser mnima.

3.4. Mapeo de Super cies

Los netodos que permiten mapear una super cie 3D en otra conlas
mismas caractersticas topobgicas utilizan generalmente una esfera o una
elipsoide como super cie objetivo. El que este netodo pued utilizarse se
justi ca con la aplicacon de la geometra de super cies de Riemann, con
la que se puede armar que cualquier super cie sin hoyos o imrsecciones
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consigo misma puede mapearse de forma conforme en una esfgraualquier
porcon de la super cie puede mapearse en un disco3[/]. En la Figura 3.4
se presenta el resultado que se obtiene al aplicar uno de logtodos para
mapear una super cie 3D como el cerebelo en otra super cie swe, en este
caso una esfera.

Figura 3.4: Proyeccon de una representacon 3D del cereblo en la super cie
de una esfera

El objetivo principal de estos netodos es determinar un mag conforme
entre la super cie y la esfera, pero varan las formas de llgar a este mapeo.
Se pueden encontrar netodos que aplican elementos nitos @ra construir
el mapa conforme, como el presentado por Hakest al. en [37], que adicio-
nalmente considera la aplicacon de texturas y la generash de mapas de
coordenadas. En la misma Inea, Angenentet al. presentan en P] la aplica-
con del operador de Laplace-BeltramP que, junto con la formulacon por
elementos nitos, permite construir el mapa conforme y mapar as la su-
per cie en una esfera. Otra forma de construir un mapa confame esgérico es
presentada por Juet al. en [46], en donde se utiliza el mapeo conforme por
mnimos cuadrados introducido por Levy et al. en [55], el cual no preserva
muy bien las netricas pero invierte menos tiempo en los @tulos. Uno de
los netodos ras recientes para construir un mapa conformanico entre una

5La generalizacon del operador de Laplace para super cies curvas.
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super cie y una esfera es presentado por Wangt al. en [37], en donde se
aplican los elementos de la geometra diferencial para castruir un homeo-

mor smo entre las super cies y luegoeste se deforma de form que minimice
la energa arnonica.

Otra forma de obtener una representacon eserica de una sper cie 3D
gue es un poco nas sencilla de formular, pero no ofrece tan lemos resultados
de forma directa, es plantear una fuerza que mueva cada uno des puntos
de la super cie inicial hacia la super cie de la esfera. Fiskl et al. presentan
un netodo con esta caracterstica en [28], y consideran, para cada punto y
en cada iteracon, una fuerza de suavizado y una fuerza radi. El netodo
requiere de un paso posterior para uniformizar la densidad e puntos en la
esfera.

3.5. Modelos de Metamorfosis de Super cies

A primera vista podra pensarse que la metamorfosis de supecies tiene
muy poco en conun con los denmas netodos, sin embargo, podx funcionar
de forma similar al netodo de mapeo en super cies mas sendlias, tomando
la super cie 3D inicial y la esfera o elipsoide (0 alguna otrasuper cie suave)
como la super cie objetivo. Una de las caractersticas de bs denmas netodos
gue no tienen los modelos de metamorfosis de super cies espaeservacon
de netricas, ya que no se aplican restricciones sobre la sep cie inicial y
la super cie objetivo. En la Figura 3.5 se presenta el resultado esperado al
realizar la metamorfosis entre dos super cies.

Ry
ceoee®

Figura 3.5: Esquematizacon 2D del proceso de metamorfosientre super -
cies

Los netodos de metamorfosis entre super cies requieren eta mayora
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de los casos la intervencon del usuario para establecer glinos paametros o
elementos kasicos necesarios para el proceso, de forma qgom mas propensos
a errores. $lo unos pocos son completamente autonaticos

Algunos desarrollos recientes en elarea se presentan a domacon:

= Una transformacon mapida entre super cies 2D o 3D es presntada
por Kanai et al. en [47]. Esta aproximacon se basa en la construccon
de un mapa arnonico entre las super cies y un disco unitariq que
sirve para establecer la correspondencia uno-a-uno entred puntos de
las super cies. Requiere la intervencon del usuario parade nir una
marca de posicon en cada una de las super cies.

= Un elemento novedoso, denominado representacon multignar, es in-
troducido por Ramasubramanianet al. y aplicado a la transformacbn
entre super cies en [9). La representacon multiplanar toma una su-
per cie 3D y construye un conjunto de planos 2D que la represgan
totalmente, con lo que es posible aplicar algoritmos de metaorfosis
2D. En cada plano se almacena un conjunto de super cies, detaina-
das por una parametrizacon basada en radios. Requiere quel usuario
de na un eje, que afecta la cantidad de planos y la forma de lasu-
per cies; y algunas correspondencias entre los planos en s@ de que
no puedan ser determinadas por el algoritmo.

= Zockler et al. presentan en P4] un netodo de metamorfosis basado
en regiones de correspondencia y puntos de ajuste, los cualdeben
ser identi cados completamente por el usuario en la etapa iicial. El
algoritmo se encarga de establecer una parametrizacon dére cada
par de regiones, de ajustarlas de acuerdo a los puntos puestpor el
usuario y de generar las super cies intermedias de la transfmacbn
de acuerdo a una interpolacon.

= Una aplicacon del modelo delevel sets3D es presentada por Breeret
al. en [8]. Se construye unlevel setque se ajusta a la super cie inicial
y se deforma de forma progresiva, de acuerdo a la optimizam de
una funcon objetivo que actia como medida de similaridad entre los
objetos, hasta que alcanza la forma de la super cie nal. Ese¢ nmetodo
es completamente automatico; sin embargo, no puede ser Uizado con
super cies abiertas.

= En [8]], Treeceet al. presentan la extenson de un netodo de trans-
formacon 2D a la metamorfosis de super cies 3D, para lo cué uti-
lizan voumenes de distancias, representaciones en eséxy vectores
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de correspondencia entre esferas. Es un procedimiento algomplejo
y requiere la intervencon del usuario en cada etapa para d&rminar
ciertos paametros.

3.6. Aplicaciones

En la Seccon 3.2 se menciona la primera aplicacon de los modelos de
deformacon de super cies: elaborar un mapa a partir de unasuper cie curva
como lo es el globo teraqueo. En la actualidad, las aplicaones de este tipo
de netodos abarcan campos muy variados, desde el diseno geendas de
vestir hasta la recreacbon de animaciones 3D; pero la maya de ellas esan
centradas en el campo de la medicina.

El diseno de prendas de vestir y de zapatos es una de las aplitones
nmas directas de los netodos para aplanar super cies $4, 83, 5]. Se utiliza
la representacon tridimensional del cuerpo de la personasobre la cual se
determina la super cie que cubria la prenda y luego esta es extrada y
aplanada, insertando las Ineas de corte necesarias. Estmodelo plano se
imprime para luego cortar las telas y fabricar las prendas, ge se ajustan
perfectamente al cuerpo de la persona. El diseno de zapates realiza con
un procedimiento similar.

Otro grupo de aplicaciones se relacionan directamente conl @rocesa-
miento de gia cas. Los netodos de metamorfosis entre supecies presen-
tados en la Seccon 3.5 pueden utilizarse para elaborar algunas animacio-
nes y efectos especiales en las transiciones, las cuales sauny utilizadas
enareas como cine y televison, publicidad y diseno gaco. Los netodos
para suavizar super cies presentados ensp] y [76] permiten obtener nulti-
ples resoluciones de una malla poligonal, para facilitar einanejo de estas
estructuras en tareas tales como almacenamiento, visuahzon, edicon y
transmisbn. La adaptacon de mapas de texturas a una supe cie puede
conseguirse utilizando los netodos de aplanado y de mapeoedsuper cies,
tal como se presenta en€q].

El campo donde se concentran la mayor parte de las aplicacies de
los modelos de deformacon de super cies es la medicina. Ebase a estos
nmetodos se construyen paquetes de software que permiten ag profesionales
de la salud analizar de una manera nmas precisa y segura las tescturas
anabmicas de sus pacientes, as como establecer compar@nes entre ellas.
Utilizando los netodos para aplanar super cies se pueden malizar vasos
sanguneos con el n de detectar y visualizar patologas mmo estenosi$ y

SEstrechez de un conducto u ori cio.
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mlipos ’, aplicacon presentada por Zhu et al. en [93]; as como el interior
del esbmago, de acuerdo a lo presentado por Morét al. en [64].

Dentro de la medicina, elarea con mayor rumero de publicagones sobre
deformacon de super cies es la relativa a las estructurascerebrales, puesto
gue la corteza cerebral es considerada la super cie nmas cqanleja del cuer-
po humano, en cuanto a geometra y topologa se re ere. La glicacon de
estos nmetodos permite la identi cacon de cambios en los sircos del cerebro
debidos a tumores u otras patologas. Tamben facilitan la visualizacon de
las diferentes areas funcionales del cerebro, as como laeterminacon de
distancias y otras medidas.

"Tumor benigno, blando, que se desarrolla en las cavidades daina mucosa.
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Captulo 4

Metodos de Deformacon con
Preservacon de Metricas

Este Captulo presenta en detalle dos de los netodos de defrmacon
estudiados y resenados en el Captul®. Estos modelos se enfocan kasica-
mente en la preservacon deareas sobre la super cie, utizando esquemas
sencillos basados en fuerzas y velocidades. Los resultado®sentados por
estos netodos servian como punto de comparacon posteior con el modelo
de deformacon introducido en el Captulo 6.

4.1. Deformacon Simple hacia una Esfera

Esta primera aproximacon a los modelos de deformacon co preser-
vacon de netricas, presentada por Fischl et al. [28] tiene como objetivo
transformar la super cie original en una esfera cuya area oincida o sea
aproximadamente igual alarea total de la super cie original. Este nmetodo
iterativamente actualiza la posicon de cada uno de los \atices en la malla
de triangulacon de acuerdo a una fuerza de suavizadd-s y a una fuerza
radial Fgr:

Xk(t+1) = xk(t) + Fs(t) + rFr(1) (4.1)

donde xi representa la posicon delkesimo \ertice en la iteracon t.

La fuerza de suavizado est formada por un componente locay uno
global. EI componente local mueve cada \ertice en la diredamn del centroide
de sus vecinos, mientras que el componente global proyectatia afuera el
promedio del movimiento hacia adentro que se crea sobre toda super cie,
este es utilizado como un componente de correccon. La fuga de suavizado
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esh dada por:

X 1 XX 0
(Xj  Xk) v (nin%) (Xj  Xi) (4.2)
j 2Ny i j2N;

1
FS =
N
donde Ni corresponde al conjunto de \ertices vecinos akesimo \ertice, V
es el rumero de \ertices en la malla yny y n% representan el vector normal
a la super cie en el \ertice k y su vector transpuesto.

La fuerza radial conduce cada \ertice hacia la super cie deuna esfera
de radio R:

Fr=(Rkx Xk) (4.3)
utilizando Ry como la proyeccon radial de xx en la eafeﬁl de radioR. El
radio de la esfera puede calcularse con la relacoR = 4A, donde A es el

area total de la super cie inicial.

Aplicando esta aproximacon, se obtiene la representaan de la super cie
3D en una esfera, sin embargo, los autores consideran un segi@ paso en
el procesamiento, donde se evala el mapeo inverso (de lafem hacia la
super cie inicial) y en aquellos puntos en donde este es muivaluado, se
establece un nuevo yunico mapeo.

Actualizando iterativamente los puntos de la mallaunicamente con la
fuerza de suavizado (Ecuacon4.2), la malla poligonal se deforma hasta
tomar una forma lisa y alargada, como se muestra en la Figurd.l.

Figura 4.1: Deformacbn aplicandounicamente una fuerzade suavizado

Al aplicar conjuntamente la fuerza de suavizado (Ecuacon4.2) y la
fuerza radial (Ecuacon 4.3), adenas de suavizar poco a poco la super cie,
en cada iteracon los puntos de la malla son empujados hastaomar una
forma eskrica, como se puede apreciar en la Figuréd.2.

Indiscutiblemente, la aplicacon de este nmetodo afecta de forma signi -
cativa las longitudes y lasareas sobre la super cie, dado ge para obtener
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Figura 4.2: Deformacon aplicando fuerzas radiales y de savizado

una esfera de super cie total aproximada a la de la malla origal, es nece-
sario sumar lasareas individuales de los trangulos que omponen la malla,
y luego utilizar este valor para obtener un radio aproximado Aun as, las
areas y longitudes no se preservan de forma satisfactoria gra los aralisis
morfonetricos, como se aprecia de manera visual en la Figar4.3. De mane-
ra cuantitativa, el @alculo del factor dearea local como la raon entre elarea
inicial y elarea actual de un parche dearea alrededor de cda punto, indica
que el 97 % de lasareas locales sufren inicialmente una caaccon del 50 %
delarea, y a medida que la super cie toma una forma nmas esérica, estos
parches se van expandiendo hasta abarcar casi el doble de area inicial.

Si la super cie presenta una densidad de puntos relativamete uniforme,
al momento de la deformacon aquellos puntos que se encoraban origi-
nalmente mas cerca del centro de masas sean desplegados enarea nas
amplia que los puntos mas cercanos a la super cie de la esfar Adicional
a esto, si la super cie presenta pliegues pronunciados, epible que en la
esfera los puntos correspondientes lleguen a superponerse

Figura 4.3: Comparacon deareas en la super cie inicial y en la esfera
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4.2. Deformacon con Preservacon de Areas

Otra aproximacon, enfocada en generar representacionesuavizadas de
la corteza cerebral manteniendo la restriccon de preseracon de areas es
presentada por Ponset al. en [67]. Una super cie se mueve en la direccbn
normal con una velocidad de nida por el usuario. El problemade conserva-
con se formula como la construccon de un movimiento tangencial adecuado
gue garantiza la preservacon delarea a medida que la suprecie evoluciona.

4.2.1. Condiciones para la Preservacon

Seaj = ﬁ—‘c’ con Ay elarea inicial y A elarea actual de una super cie

2 R" que evoluciona con una velocidad/. Esta super cie esh movendose

y cambiando de tamano en el tiempo. Esto puede verse como ureguefo
volumen de uido que se deforma dentro de un campo vectorial @rticular.
La masa no se crea ni se destruye, y esta masa es proporcionalfactor

j Y a la distancia que separa lasareas. Asumiendo qué y A¢ son caras

Figura 4.4: Descripcon del volumen de nido por Ag y A¢

opuestas del volumen, como se ilustra en la Figurd.4, la distancia entre
ellas esv t, con lo cual
j=jv . n St (4.4)

0, de manera equivalente _
_J =jv.n S
t
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En el Imite Z

%’t = _jv nds
Reescribiendo la tasa de cambio dg¢ dentro del volumen, la ecuacon se
transforma en Z Z
E jav = jv ndS

Notese que el v@umen es jo,rge manera que se puede aplical eorema de
la divergencia ( @Vf gds= ,, r (fg)dV),y se obtiene

Q@] -

—+r v)=0 4.5

ST (4.5)
Aplicando la brmula para la divergencia de un producto (r (jv)=v r j+
jr v), la ecuacon puede ser reescrita como

Dj .

—+]Jjr v=0 4.6

o T (4.6)
donde 2- corresponde a la derivada material. Esta ecuacbn describe la
evolucon del factor dearea local j para un punto dado.

Partiendo de la de nicon del factor j, se pueden expresar las condiciones

de preservacon as:

= Preservacon local:j =1
= Preservacon total: | =1
= Preservacon relativa: j = |

De la Ecuacon 4.6 puede extraerse que la condicbn para la conservacon
local delarea es que el ermino jr v sea cero. De all se modican las
condiciones de preservacon, as:

= Preservacon local:r v =0

= Preservacon total: r v =0

= Preservacon relativa:r v=r v

!La derivada material en la teora de uidos corresponde a la derivada de un pequero
bloque de uido que encierra una determinada propiedad ' = ' (x;y;z;t) (temperatura,
densidad, etc.) La expreson de la derivada material es D= % +u r',siendou =

Dt
(uviw) = (& 3% 8D
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La preservacon local delarea es una combinacon de la peservacon
total y relativa, de manera que solamente estas dosultimasxpresiones son
necesarias. Si se descompone la velocidaden su componente normal \hacia
afuera" vy y su parte tangencialv, y se aplican algunas identidades de la
geometra diferencial intrnseca?, las ecuaciones se convierten en:

= Preservacon total: Hvy =0

= Preservacon relativa: r vy +(n 1Hvy =(n  1)Hvy

4.2.2. Movimiento Tangencial de Preservacon

A patrtir de las condiciones se puede construir una ecuacorde Poisson
de la forma
=(n 1)(Hvn Hvy) 4.7)

siendo el operador de Laplace-Beltrami, con lo cual la velocidad de
actualizacon de los puntos adquiere la expresbn

v=vyN r (4.8)

donder corresponde al gradiente intrnseco, el cual es puramentéangen-
cial.

4.2.3. Resultados

Cuando la representacon de la super cie 3D esh dada porlevel sets
la ecuacon de Poisson puede resolverse utilizando una disstizacon en
diferencias nitas del operador de Laplace-Beltrami p9]. La Ecuacon 4.7
se transforma en un sistema lineal de ecuaciones con una matrdispersa,
simetrica e inde nida adecuada para resolverse por el nebdo del residuo
mnimo.

Los resultados presentados por Pon®t al. son obtenidos unicamente
con la implementacon en level setsdel netodo. Se utiliza un modelo 3D
de la corteza cerebral obtenido de una imagen de resonanciaagretica. El
porcentaje de distorson reportado por los autores es de cea del 5% sobre
toda la super cie.

2r (fN)=(n 1)fH , siendon la dimensbn del espacio
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4.2.4. Metodos Nunericos sobre Super cies Trianguladas

Resolver la ecuacbn de Poisson intrnseca {.7) sobre una super cie re-
presentada por una malla de trangulos (compuesta porN nodos o puntos)
puede llevarse a cabo con una ecnica de elementos nitos eoo la presen-
tada por Angenent et al. [2]. De esta manera, la ecuacon se transforma en
un sistema de ecuaciones lineales con una matriz sinetricalispersa y semi-
de nida positiva, el cual puede resolverse de manera e cige con netodos
nunericos iterativos como el netodo del gradiente conjugado.

Elementos Finitos para Resolver =(n 1)(Hvn Hvy)

La formulacon por elementos nitos para resolver la ecua®n de Poisson
(4.7) parte de la minimizacon del funcional de Dirichlet
ZZ

D( ):% jr j2+2 (n 1)(Hvy Hvy) dS

Para esto, se toman variaciones del funcional y se igualan & (derivada
de Gateaux), con lo cual se obtiene

}ZZ
1z%
2ZZ

frr F{Z})W{Z})(n 1)(Hvy Hvyn)gdS=0
f f

jr j°+2 (n 1)(Hvy Hvy) dS =0

2r r +2 (n 1)(Hvy Hvy) dS=0

De manera equivalente, es posible demostrar que satisface @.7) siy
®lo si para todas las funciones suave$ se tiene
zZ Z
r rf+f(n 1)(Hvy Hvy) dS=0
zZ Z Z Z
r rfdS= (n 1) (Hvny  Hvy)fdS (4.9)

La Ecuacon 4.9 es la clave para la aproximacon por elementos nitos
de la solucon de (4.7) sobre la super cie triangulada . De esta forma, se
busca un de la forma
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donde ; corresponden a las funciones de forma, y

i(i)=1
i())=0; |6

Dado que la Ecuacbn 4.9 es lineal enf , es su ciente mostrar que @.9) se
cumple siempre quef = ; para algun j. De manera que se quiere encontrar
un vector de rumeros = ( ), que contenga un elemento por \ertice de la
malla, tal que para todo |

X zZ Z Z Z
i rir de = (n 1 (Hvn Hvyn) de (4.10)
|
Esta formulacon corresponde a un sistema de ecuacioneskales en ;.
Se introduce la matriz Aj; , donde, para cada par de \erticesi y |,
zZ Z
Aij = r i r de

Aj 6 0®losiiy]j estn conectados por una arista en la malla de trangulos.
De esta manera, la matrizA es dispersa.

Figura 4.5: Geometra del trangulo

Una brmula de la teora de elementos nitos, que se veri ca fcilmente
con @lculo kasico, dice que

Aj = %fcot\ R +cot\ Sg 8i 6] (4.12)
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siendoR y S losangulos ilustrados en la Figura4.5. Por otra parte, y dado
ue
q X x Z z
Ajj = rir j= rir ;=0
i i
se observa que los elementos diagonales de la matéAzpueden encontrarse
con X
Ai = Aij (4.12)
i6]
Para el lado derecho de la forma matricial (vectorB), se tiene la expre-
son (lado derecho de la Ecuacon 4.10)
Z Z
(n 1) j de

con j =(Hvy Hvy)jj. El proceso de aproximacon de esta expreson sobre
los elementos nitos (ver Agendice C) produjo la siguiente simpli cacon

Aijj +1 it o+
n 1)—/— i+ —5—
(n D 5
siendo Ajj;j +1 elarea del trangulo de nido por los \ertices i, yj +1.
Sumando para todos log, se obtiene la expreson
_ Ai X it oin
Bj= (n l)F it >

j
P
conAi = j,ny) Aijij +1- Finalmente, reemplazando el valor de , se ob-
tiene la expreson discreta de nitiva que aproxima el lado derecho de la
Ecuacon 4.10
A X , ——— Hvnjj + Hvynjj

Bj= (n 1 Hunji 2Hvy + NJj 5 NJj+1

j

(4.13)
Con estos elementos, la Ecuacor¥.10 se transforma, en €rminos matri-
ciales, en

Aj i = B;j j=1;::;N (4.14)
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Algoritmo para la Evolucon de la Super cie

El algoritmo de evolucbn de la super cie (representada cano una malla
de trangulos) puede de nirse en dos etapas. Inicialmente es necesario re-
solver el sistema de ecuaciones lineales planteado efh.14). Una vez se ha
encontrado una solucon, esta es utilizada para calcularla nueva velocidad
de evolucon que debe aplicarse a cada uno de los puntos, dewerdo a la
Ecuacon 4.8.

Para la primera etapa, y antes de poder resolver el sistema decuaciones,
es necesario aplicar una brmula para evaluar la curvaturamedia en cada
punto de la super cie. De acuerdo a lo presentado por Meyeet al. [67], y
teniendo en cuenta la construccon presentada en la Figurat.5, el vector de
curvatura media puede ser calculado para un puntg dado con

1 X
Hp = > (cotR +cot S)(xi  Xj)
i2N1(i)

Esta expresbon permite entonces calcular los valores de euatura media so-
bre la super cie necesarios para obtener los valores de la iz Aj y el
vector Bj en (4.14). Una vez planteado este sistema, se requiere utilizar un
metodo nurrerico iterativo que permita resolver sistemas de ecuaciones li-
neales con matrices dispersas. En este caso, se utilio elgaritmo para el
nmetodo del gradiente conjugado planteado por Barrettet al. [7] (ver Agendi-
ce A), con 1000 iteraciones y una precison de @0001.
En la segunda etapa se debe calcular el gradiente intrns@cde la solucon

entregada por el metodo del gradiente conjugado. Para estose utiliza una
brmula para calcular el gradiente de sobre la super cie discreta y luego
este se proyecta sobre el plano tangente para obtener el gdéente intrnseco.
Sequn el trabajo de Xu [91], sobre cada trangulo de la super cie puede
encontrarse el gradiente de con la expreson

I el CHL R BV R
(P P+sPi+r PP PO+
il PP P+ )P+ P
(h P+sp+r PP P+
T (/R o R D [ T R
B+ PisPi PP P+1)lg

Y a partir de esta expreson se puede calcular el gradiente € para un
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punto i dado X

. 1
r (I):A_i. .Aerj
J2N1(i)
CoOnA; = i i 2n4(i) Aiii +1- Una vez calculados todos los gradientes sobre la
super cie, y proyectados sobre el plano tangente en cada pta utilizando
brmulas comunes de geometra espacial, es posible utiiar estos valores en
la Ecuacon 4.8 para calcular la velocidad en cada punto y actualizar su
posicon iterativamente.

Discuson

El algoritmo descrito anteriormente fue implementado en leaguaje C++,
utilizando la librera de visualizacon VTK (www.vtk.org) para la interaccon
con las super cies tridimensionales. Al momento de resolveel sistema de
ecuaciones 4.14), se enconto que no tena unaunica solucon, puesto que
uno de los valores propios de la matriz se anulaba. Esto estirectamente
relacionado con que las condiciones perbdicas de contoonde un problema
de Laplace no se de nen unvocamente; si a una solucon seel suma la
misma cantidad constante en todo el dominio, la solucon sjue existiendo.
Para manejar esta situacon, se forod a cero la solucon @ uno de los nodos
de curvatura mnima y luego se resolvo el sistema de ecuaones para los
nodos restantes. Con esto se redujo en un orden el sistema deuaciones y
adicionalmente se elimiro el valor propio nulo.

Aun con esta modi cacon, los resultados obtenidos no fueron satisfacto-
rios, como puede apreciarse en la Figurd.6. Aunque inicialmente se observa
gue la super cie tiende a suavizarse, las iteraciones pogieres presentan una
expanson excesiva de la super cie en aquellos puntos doralla curvatura es
signi cativamente mayor o0 menor en comparacon con los dems puntos de
la malla. Este paton de evolucon en las simulaciones se dbe a que se asume
gue la funcon es continua, sin embargo, como es un campo formado por
el movimiento de una super cie que es discontinua, la fun@n es muy pro-
bablemente tambéen discontinua. En la formulacbn de level setsel problema
de la evolucon de la super cie se soluciona en el dominio aadinuo, mientras
qgue el problema de existencia de las derivadas en los puntog discontinui-
dad se resuelve analizando la direccon de ujo de la infornacon mediante
el metodo de las caractersticas® y decidiendo cual derivada aplicar en cada

3Para una ecuacon diferencial parcial (EDP), el metodo de las caractersticas encuentra
las curvas (llamadas curvas caractersticas o simplemente caractersticas) a lo largo de
las cuales la EDP se convierte en una ecuacon diferencial adinaria (EDO). Una vez se
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(@)

(b) (© (d) (e)

Figura 4.6: Resultados obtenidos con la implementacon denetodo de Pons
et al. sobre super cies trianguladas(a) Super cie inicial (b) Iteracon 10 (c)
Iteracon 15 (d) Iteracon 20 (e) Iteracon 25

caso. En el dominio discreto este criterio es mucho nmas difil de manejar,
sobre todo en una formulacon de elementos nitos, en la cubllos puntos de
una malla se encuentran separados entre s por una distanaivariable y no
es posible determinar de acuerdo al ujo de la informacon ae derivada se
debe aplicar en un punto de discontinuidad.

Los resultados obtenidos con esta implementacon y con el etodo plan-
teado en la Seccon4.1 justi caron la exploracon y planteamiento de un
nuevo modelo de deformacon con preservacon local de aeas, comparable
con los netodos existentes, como se vela en captulos pdsriores.

encuentra la EDO, esta puede resolverse sobre las curvas cactersticas y transformarse en
una solucon para la EDP original. En el caso de los level sets este netodo es utilizado para
analizar la direccon de ujo de la informacon. Por ejemp lo, para la ecuacon ux + u; =0
las curvas caractersticas corresponden a Ineas con perdiente negativa en el plano x t.
Esto indica que la informacon uye de derecha a izquierda, as que en caso de presentarse
una discontinuidad debe escogerse la derivada por la izquieda.
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Captulo 5

Deformacon de Super cies
Inspirada en Modelos de
Difuson

El objetivo de este Captulo es discutir e ilustrar las ideas fundamentales
que pueden facilitar la comprenson del proceso de deforn@n de una su-
per cie desde un punto de vista teorico, de manera que el Catulo 6 pueda
ser entendido por cualquier lector que no est familiarizalo con el lenguaje
de procesamiento de imagenes.

5.1. Motivacon

El problema de la segmentacon en aplicaciones tan dismies como la
vison arti cial o las imagenes nedicas se puede formular en erminos de
una particon del espacio en regiones disyuntas, es decir

Seal = X1;Xp2;::;Xn €l conjunto de pixeles que conforman
una imagen. Se debe encontrar una particon de regioneB(l) =
R1;Ry; Rk que satisfaga:

1. 8x2 I)Xx 2 R;

2.8y21 9 (po;P1;iPn) J Po=X,pn=Y Yy pi2
V(pi 1), con V(p) el conjunto de pixeles vecinos del pixel
p.
. Sy

3.8;j i 6]) R\R =0y [Rj=
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Dicha segmentacon permite obtener informacon local o estructural de
una imagen y utlizarla en diversos dominios. Tradicionalmete, en proce-
samiento de inagenes, tres tipos de ecnicas se han utiliado para abordar
este problema:

= netodos estadsticos
= netodos basados en ecuaciones diferenciales parciales

= tranformaciones multiresolucon como las wavelets las ridgelets o las
contourlets?

Estos netodos comparten estrategias similares, por ejemp la funcon de
costo de los netodos estadsticos es equivalente a la pagtdel funcional que
mantiene la delidad a los datos en una formulacon con ecua&iones diferen-
ciales parciales, mientras que la funcon a priori se puedeomparar con el
ermino regularizador en una aproximacon por ecuaciones diferenciales par-
ciales. En general, todo metodo de aralisis es el resultad de un compromiso
entre la distancia a los datos, es decir qLe tan cerca se puedestar de lo que
se requiere, y un ajuste que se produce con alguna forma de cmimiento
a priori, es decir ®mo se controla la solucon de un sistera de ecuaciones
hacia un punto particular.

El problema de la segmentacon ha sido uno de los grande retoen el
procesamiento de imagenes. Un enorme arsenal de ecnicag estrategias se
han desarrollado en las dos ultimas decadas con el objetiv de enfrentar
este problema en un gran rumero de contextost/]. Detectores de bordes,
algoritmos de agrupamiento, diferentes tipos de transforraciones, la morfo-
loga matenatica o hbridos de todos ellos se han utilizado ampliamente. Las
ecuaciones diferenciales parciales han permitido atacargblemas dismiles
gue comparten el hecho de que se busca alguna solucon queoggluzca un
extremo de algun funcional pre-de nido y asociado a la imagn. En general,
en estos netodos se parte de curvas simples (como crculopor ejemplo)
que representan algin valor del funcional asociado. Estagurvas se defor-
man siguiendo reglas que se introducen arti cialmente en eluncional y que
permiten realizar acciones concretas, como por ejemplo raigr la velocidad
de la evolucon, de nir la rigidez con la cual se mueve la cuva o determinar
el sitio en el cual la curva ya no se puede mover. Estoultimo s utiliza pa-
ra permitir segmentaciones complejas, de tal manera que uneurva inicial

1Una wavelet (ondcula, ondeleta u ondita), o cualquiera de sus variant es, como lasrid-
gelets o contourlets, son transformaciones que permiten descomponer una senaén multi-
ples resoluciones y observar en cada una de ellas sus propiedies frecuenciales.
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simple se \pega" a un objeto o borde que se quiere segmentai, @ial puede
ser bastante intrincado y complejo.

El problema de investigacon que se ha abordado a lo largo desta proyec-
to consiste en hacer exactamente lo contrario. Sin embargda deformacon
de una super cie 3D en otra mas simple puede todava verse omo un pro-
blema de segmentacon de inagenes. En este caso, se parte dna super cie
compleja e intrincada, la cual se hace evolucionar hasta quema una forma
mucho nas suave. Este problema ha sido resuelto en computan ga ca y
ha sido ampliamente discutido en el Captulo 3.

El problema de realizar estas deformaciones sujeto a restgiones como
por ejemplo la conservaciones de algunos componentes de latrica es un
problema nuevo, del cual existe muy poco desarrollo en la Eratura. Gauss
enconto hace nas de trescientos anos que este problemaortena solucon
analtica [ 74], por lo cual el desarrollo de aproximaciones nunericas rguiere
de un profundo aralisis del problema desde el punto de vistaerico que
permita introducir estrategias e cientes. Este Captulo esta organizado de
la siguiente manera: inicialmente se introduce el modelodsico de evolucon
de una super cie (Seccon 5.2); la condicbn necesaria para garantizar la
preservacon delarea se incluye al modelo en la Seccorb.3, mientras que
los rminos de relajacon necesarios para prevenir la apricon de rigidez en
la super cie durante el proceso son discutidos e introducids en la Seccon
5.4.

5.2. Modelo Bsico

De la manera nmas simple el proceso de mover una super cie seupde
modelizar de la siguiente forma:

% = Fs()+ ha(i) 5.0
t
La Ecuacon 5.1 se compone de dos erminos: una fuerza de suavizado

Fs(i), del tipo laplaciano? y una fuerza de expansbnhg(i), la cual est di-
rigida en direccon normal de la super cie. Un aporte importante y funda-
mental del presente trabajo es el de introducir en este ernmo la nocon de
curvatura en cada punto de la super cie (movimiento con infaomacon del
vecindario). Esta ecuacon de evolucon describe un comprtamiento que
se puede considerar como cinematico, puesto que unicame®a se indica la

2Se llama de tipo laplaciano porque las funciones requieren wma derivacon de segundo
orden
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forma en que deben moverse cada uno de los puntos, pero no séabkece
restriccon alguna sobre este movimiento.

El efecto de estos dos erminos sobre el proceso de evoloni puede eva-
luarse de manera individual e independiente. Con la fuerza @l suavizado,
gue corresponde exactamente al ermino propuesto por Fidd et al. [28]
(ver Ecuacon 4.2), los puntos en la super cie se reacomodan poco a poco
de acuerdo a la posicon de sus vecinos, cambiando su diditicon sobre la
super cie. Este efecto puede visualizarse en la Figur&d.1(b).

@) (b)

Figura 5.1: Resultado de aplicar una fuerza de suavizado a lauper cie (a)
Super cie inicial (b) Super cie suavizada

El movimiento de expansbn radial aqu propuesto operau nicamente en
la direccon normal y esa compuesto de tres erminos esalares:

hr(i) = [}Vradia ()] + F( i)+ (Rext Xi nj)In;
donde

= |Viadial ()] corresponde a la norma de una velocidad radial arbitraria
impuesta por el usuario, y que puede modelar condiciones pigulares
y conceptos adicionales relevantes en el contexto del pragha que se
esh intentando resolver. Por ejemplo, se podra introducir un €rmino
de viscosidad que produzca un movimiento irregular de los puos
siguiendo la curvatura de la super cie.

= F( ;) corresponde a un componente geonetrico dependiente de taur-
vatura, que simula sobre la super cie los efectos de la temsi super -
cial y la preson durante el proceso de evolucon, y que sarexplorado
en la Seccon5.3.

50



s (Rext Xj nj) corresponde al ermino que simula el acercamiento de
la super cie a una esfera efectiva, dado que si se permite lavelucon
de una super cie cerrada y sin intersecciones, por tendenginatural
llegaa hacia una esfera.

Cuando se aplica solamente la fuerza de expanson, es potghvisualizar
en la Figura 5.2(b) que aquellos puntos con curvatura positiva son pro-
yectados hacia afuera mientras que los que tienen curvaturaegativa son
desplazados hacia adentro de la super cie. Con estos resatios se puede
concluir que este movimiento depende de la curvatura en cadpunto.

(@) (b)

Figura 5.2: Resultado de aplicar una fuerza de expansbn aa super cie (a)
Super cie inicial (b) Super cie en expanson

Los resultados sugieren que las dos fuerzas interactian deanera dife-
rente y que establecen un compromiso entre la delidad a los atos (fuerza
radial) y la regularidad que adoptan o no los puntos individuales cuando
siguen el movimiento global (por esto se requiere la fuerzaedsuavizado).
Estos dos movimientos, el tangente (suavizado) y el normalgxpanson) no
son independientes, con la consecuencia directa de que cuanla super cie
evoluciona no se cumple una condicon de conservacon lad delarea. La
manera de expresar esta dependencia es utilizando un factde proporcio-
nalidad, el cual llamaremos ;. As, el modelo de evolucon es modi cado

a:
dXi

ra Fs(i)+ ihr(i) (5.2)

La razon por la cual es el ermino de expanson quien lleva el peso del
factor de proporcionalidad i, puede explicarse considerando que el mode-
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lo de evolucon de la super cie se asemeja a un globo que se \ia ando
progresivamente. En este modelo fsico el globo evolucianen dos pasos:

1. inicialmente, y debido a la preson interna que se generala tenson
super cial redistribuye los puntos en la super cie, de man&a queesta
se suaviza

2. posteriormente, y como consecuencia del exceso de pogsiesultante,
la super cie se expande, generalmente en forma radial

De esta forma, se considera que es la componente de expansia que debe
modi car su accbn sobre la super cie, tras \conocer" los resultados de la
fuerza de suavizado.

5.3. Primera Modi cacon: Condicon de Conser-
vacon Local del Area

Para cumplir con el objetivo de deformar la super cie sin canbiar el
area, el modelo lasico planteado anteriormente debe ser mdi cado para
incluir un ermino de preservacon local delarea. El pla nteamiento de este
ermino de preservacon parte de la hipotesis de que elarea de la super cie
es constante a lo largo de toda la evolucon, por lo tanto su érivada se anula

S(fxkgiy) =cte =) S(fxkgie1) = 0 (5.3)

siendoN el rumero de puntos que de nen la super cie y S(kagl'jzl) elarea
total de la super cie de nida en funcon de las coordenadasde los nodos.
La Ecuacbon 5.3 se reescribe como

@ N
Xi =S fxxge=; =0 (5.4)
i=1 :

Una solucbon conveniente es considerar que elarea se pres/a localmente
y que por el principio de superposicon se conserva entonseglobalmente.
Por lo tanto, para introducir la condicon de conservacb n local del area,
basta con considerar como constante lo el area local agdedor de cada
punto

X
S = s| = cte =) S =0 8i=1;:::;N
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(siendo s} elarea de los trangulos que comparten ax; como un \ertice), de
manera que la restriccon para la preservacon delarea local se reduce a

@X

Xi — s =0 8i=1:::::N 5.5

La condicon presentada por la Ecuacon 5.5 indica que para que la
condicon de preservacon local del area se cumpla en cad iteracon, el
movimiento de cada uno de los puntox; debe ser perpendicular al vector

X X .
iz—@ S| = Qsi 8i=1;:::;N
@i | i

En erminos de orientacon, la derivada de cadaarea o triangulo s} puede
verse como un indicador de la direccon hacia donde est dentado cada
trangulo. Si adenas todas estas orientaciones alrededode un punto x; dado
se suman, el resultado estima la orientacon de la super @ en ese punto.
De manera complementaria, la magnitud de este vector es ungaoximacon
del valor de la curvatura de la super cie en ese punto. Por ests razones, el
vector ; puede verse como un estimador local de la curvatura de la supeie
en el punto xj, y puede calcularse por medio de la siguiente expreson (ve
Apendice B para detalles de la derivacon)

X .a bcos
i = JXj Xj+1JW
j 2N;

(5.6)

Volviendo al modelo kasico, se requiere una manera de estian el factor
de proporcionalidad local ; para que incluya la condicon de preservacon
local delarea estimada anteriormente. A partir de la reladn de conservacon
local (Ecuacbn 5.5) y reemplazando el valor de la derivada por el de la
Ecuacon 5.2, se puede determinar localmente la expreson para ;

i Fs(i)
' i hr(i)

Reemplazando esta expreson en la Ecuacorb.2, y puesto que tanto el
vector ; como el movimiento hg(i) tienen ambos direccon normal, segin
el vector unitario local nj, podemos expresar la ecuacon de evolucon de
manera simpli cada

(5.7)

%= Fsi) (Fs() mon (5.8)
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Al introducir el ermino de preservacon delarea dentro de la ecuacon de
evolucon la fuerza de expanson radial no tiene ningun efecto, limitando el

movimientounicamente a la direccon tangente. De maneraque el modelo de
evolucon planteado es excesivamente restrictivo, y comae puede apreciar
en la Figura 5.3(b), la super cie no se modi ca globalmente. Desde el punto
de vista fsico, esto representa la condicon de rigidez & la malla bajo el

esquema de evolucon planteado.

(@) (b)

Figura 5.3: Resultado de aplicar una modelo de evolucon exesivamente res-
trictivo (a) Super cie inicial (b) La super cie adquiere tenson, sin modi car
Su aspecto

5.4. Segunda Modicacon: Terminos de Relaja-
con

La rigidez presentada por la super cie al momento de su evokbn se
debe unicamente a la incluson de la condicon de conseracon local del
area. Para permitir que la fuerza de expanson radial pueda actuar sobre
la super cie es necesario entonces relajar esta restrian. Si se exigiera por
ejemplo, una preservacon local delarea en promedio, el mdelo de evolucon
tomara la forma

dx; . .
5 = Fs@)+ hg() (5.9)
con un factor de proporcionalidad promedio expresado por
P .
= _pli Fs() i (5.10)

i( i hr(i)
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En este caso, la restriccon se ha modi cado hasta exigir @cticamente
una conservacon global delarea. El modelo de evolucon ahora es poco
restrictivo, y la super cie evoluciona sin ningun control . De manera que es
necesario plantear un modelo intermediooptimo, que inclya un proceso de
retroalimentacon en el cual las variaciones locales pueah propagarse por
la super cie, llexandola hacia un estado estable.

Para llegar a este modelo intermedio, es necesario consideique el efecto
local y global tiene un cierto porcentaje de participacon, el cual se expresa en
erminos de un paametro diramico denotado por . La manera nmas sencilla
de involucrar a nivel local los dos efectos es utilizando un@ombinacon
lineal de ambos, expresada en funcon del coe ciente de esdicidad . Para
determinar la forma de la combinacon lineal, se tiene en centa que se debe
recuperar el modelo planteado por la Ecuacon5.2 cuando =0 o cuando
todos los  sean iguales entre s. La combinacon que satisface estaondicon
es

a1+ )
con lo cual la ecuacon de evolucon se transforma en
H=Fs)r A+ )i hRO)
=R+ ) te@  hrO)
=R+ ihr@+ (1 M) 510)

En consecuencia, la forma simpli cada de la ecuacon de evacon se rees-
cribe como

dx; . . .

P Fs(i) (Fs(i) ni)ni+ (i )hr(i)
En esta expreson se incluye un ermino de elasticidad, poporcional al coe-
ciente de elasticidad , que libera a la super cie de la rigidez presentada
por el modelo en la Ecuacon5.8. Adicionalmente se identi can las pertur-
baciones (denotadas por el ermino ( )hr(i)) que se propagan por la
super cie, y que son responsables de su evolucon y de quaéa alcance una
forma estable.

En el ermino  ( )hr (i) pueden identi carse dos expresiones con

signi cado fsico:

= (; )representaun ujo difusivo, expreson fsica de la prop agacon
sobre la super cie de la informacbn local en el tiempo
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= representa la elasticidad de la malla, y est estrechamemt relacio-
nado con la geometra de la super cie

El compromiso entre estos dos elementos indica que la sup&ie debe ser lo
Su cientemente ebstica para permitir que la difuson sea efectiva. De esta
manera, se ha introducido en el modelo un comportamiento diamico, lo
cual posibilita que la super cie optimice su proceso de evoicon y llegue a
un estado de equilibrio que depende de. Sin embargo, es necesario estimar
de alguna forma el valor optimo para , que exprese el equilibrio entre la
cantidad de elasticidad de la mallay la preservacon locadelarea. Un exceso
de elasticidad (como se muestra en la Figur&.4(d)) puede llevar la super cie
a tomar una forma elipsoide, sin tener en cuenta restricco alguna sobre la
preservacon de lasareas locales.

@) (b) (© (d)

Figura 5.4: Efectos de variar el coe ciente de elasticidad (a) Super cie
inicial (b) =0 (c) =0;3(d) 1

La determinacon fsica del valor de  se obtiene de la expreson del
funcional de energa ehstica de la super cie
z
1 2
Ea=5  (rz(xy)"ds
y usando algunos de los nmetodos convencionales para miniaar el funcional,
como la ecuacon de Euler-Lagrange o la derivada de Gateayxse obtiene

p_

/
de esta manera determina el porcentaje de energa ehstica de la super ¢e
qgue se utiliza para generar el proceso de evolucon de la mig.
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Captulo 6

Metodo de Deformacon para
Representaciones Suavizadas
de Super cies
Neuroanabmicas

Este Captulo presenta un netodo novedoso de deformactn con pre-
servacbn de netricas que permite generar representacioes suavizadas de
estructuras neuroanabmicas. Estas super cies, represagtadas por mallas de
trangulos, son modi cadas de acuerdo a un campo de velocidd externo, el
cual incluye un componente dependiente de la curvatura lodajue garantiza
la preservacon local delarea.

El contenido de este Captulo corresponde a la traducconal espanol del
artculo \A Fast Mesh Deformation Method for Neuroanatomi cal Surface
In ated Representations”, publicado en las Memorias del IEEE Paci c-Rim
Symposium on Image and Video Technology PSIVT2007712].

6.1. Introduccon

Las tecnologas computacionales han invadido recientenmde la pactica
nmedica, transformando el desarrollo de las actividades clicas y convir-
tendose en una herramienta importante para el diagrostico, tratamiento y
seguimiento de los pacientes. En particular, la utilizacbn de modelos tridi-
mensionales, obtenidos de inmagenes nedicas de Resonaadilagretica, To-
mografa de Emison de Positrones o Tomografa Computarizada, mejora la
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visualizacon y el aralisis funcional de estructuras anabmicas con geometra
intrincada. Los estudios morforretricos requieren un altogrado de precison
y reproducibilidad [26], tareas difciles de alcanzar debido a la complejidad
de estas estructuras. La valoracon de longitudes yareasen estas super cies
es un proceso que consume mucho tiempo, y este factor limita realizacon
de grandes volumenes de estudios anabmicos. Esta probfeatica situacon
empeora cuando se considera que los estudios morforretriegresentan va-
riabilidades que pueden alcanzar un 30%?2[], un porcentaje inaceptable
para muchas investigaciones. Esta clase de procedimientpsieden ser asisti-
dos por medio de ecnicas semi-automatizadas o totalment@utonaticas, las
cuales estn orientadas generalmente a la medicon de ericturas cerebrales
profundas a trawes de estrategias basadas en objeto$(] o en voxeles Tg].
Posteriormente, la deformacbon de la super cie en una massimple permite
superar la mayora de estas di cultades, puesto que las mediones pueden
realizarse sobre super cies mas simples y suaveg, 4]. Estos aralisis mor-
fonetricos pueden ser simpli cados si las longitudes yareas son calculadas
sobre versiones de la super cie mas suaves y topobgicane equivalentes,
restringidas a la condicbn de preservar las propiedades etricas de manera
apropiada.

Los modelos deformables, aquellos donde un contorno 2D o ursaper-
cie 3D se hacen evolucionar hasta que toman la forma de un cdorno o
super cie objetivo, han sido tema de estudio en losultimosveinte anos. Los
modelos deformables 2D fueron introducidos por Kaset al. [48] y exten-
didos al caso 3D por Terzopouloset al. [80]. Un amplio rango de aplica-
ciones de estos modelos incluye el reconocimiento de pates) la anima-
con computarizada, el modelado geonetrico, la simula@n y la segmenta-
con de imagenes, entre otras [53]. Una gran cantidad de trabajos previos
[11, 21, 22, 24, 20, 45, 23, 38, 30, 18, 29, 2¢] se enfocaron en la aplicacon de
los modelos deformables al aralisis de la corteza cerebrdtn estos artculos,
se plantean varios modelos orientados a generar diferentépos de represen-
taciones simpli cadas. Estos trabajos introducen varios aalisis basados en
super cies de la corteza cerebral, tales como suavizado deser cies, trans-
formaciones geonetricas, proyecciones o mapeos, aplanadle super cies y
otros tipos de deformaciones.

Los trabajos recientes en elarea de deformacon de supecies se han
enfocado en generar tres tipos de representaciones: aplal@s, suavizadas
y eséricas. Los netodos de aplanado transforman la supecie 3D original
en una representacon en el plano, insertando algunas vesdneas de corte
en los bordes de la super cie, una estrategia simple que peiite reducir la
tenson en la super cie aplanada. Los nmetodos de suavizad de super cies
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expanden de manera iterativa la super cie, conservando suofma general
y simpli cando su geometra. Las representaciones esgticas o elipsoidales
pueden ser obtenidas de niendo un mapeo conforme de la supeie original
en la esfera o elipsoide. Estas representaciones esan entadas generalmente
a facilitar la visualizacbn de una estructura particular , sin tener en cuenta
las restricciones de preservacon de las netricas.

Con respecto a los netodos de deformacon bajo la restricon de preser-
vacon de las netricas, varios trabajos se han dedicado a anstruir mapeos
conformes o cuasi-conformes de la super cie cerebral. Estaaproximacio-
nes aplican un teorema importante de la geometra de Rieman, que indica
gue una super cie degenuscero (sin hoyos o intersecciones consigo misma)
puede ser mapeada de manera conforme en una esfera y cualquyi®rcon
local de la super cie puede ser mapeada en un disco. Los mapeoonformes
preservanangulos, y algunos esfuerzos se han orientado asénar tamben
mapeos con preservacon deareas o preservacon aproximda de longitudes
[2, 37, 34, 41, 46, 87], reportando distorsiones netricas de cerca del 30%
de la super cie original. Por otro lado, otro grupo de netodos proponen un
conjunto de fuerzas locales, que garantizan una preservagiaproximada de
las metricas® mientras suavizan la super cie P9, 39, 37, 79. Es bien sabi-
do que es imposible preservar de manera exacta las distansijao preservar
areas yangulos de manera simulanea debido a que la supecie original y
Su verson suavizada tienen una curvatura Gaussiana difeznte [19). Pons et
al. [67] presentan un netodo para deformar la super cie cortical mn una
distorsbn en elarea menor al 5%. Esta aproximacon util iza un movimiento
tangencial que depende del movimiento normal, construdopara asegurar
la preservacon delarea. Sin embargo, la implementacin es realizada uti-
lizando representaciones con alto costo computacional camlos level sets
[75].

El objetivo principal es el de desarrollar un metodo de defemacon e -
ciente y preciso para representaciones en malla de superes 3D, restringido
por fuertes condiciones de preservacon delarea. En el msente trabajo se
introduce una formulacon novedosa, que cumple con el regerimiento de
preservacon de areas para super cies en evolucon. La siper cie original,
aproximada por una malla de trangulos, es modi cada al aplicar un cam-
po externo de velocidades, que conduce la super cie de marseiterativa
hacia una con guracon geonetrica establecida. Este canpo de velocidades
est compuesto de una fuerza de suavizado, utilizada para over cada punto
de la super cie en direccon del centroide de sus vecinos, yin ermino de

!Estos netodos reportan distorsiones netricas de hasta un 20 % de la super cie original
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expanson radial. Esteultimo ermino combina una veloc idad radial (como
la distancia a la super cie de una esfera determinada) con uomponente
geonetrico que depende de la curvatura local y se encarga dereservar las
propiedades netricas locales.

6.2. Metodos y Modelos

En esta seccon se desarrolla el modelo matenatico que idaye las con-
diciones para la preservacon delarea local de una supercie en evolucon,
representada por una malla de trangulos. A continuacon se introducen los
erminos de suavizado y de expanson radial, los cuales digen el proceso de
deformacon. Finalmente se describe el modelo de velocidacompleto, junto
con una descripcon del algoritmo de evolucon de la supercie.

6.2.1. Preservacon Local del Area

El enfoque completo puede formularse como sigue: considse una su-
per cie representada por medio de una malla de trangulos ycompuesta de
N \ertices o puntos. Esta malla es forzada a deformarse en unauper cie
objetivo, que cumpla con la restriccon de preservar la nerica local Euclidia-
na. Se de ne elarea total S fx;gl\,; como una funcon de las coordenadas
de los nodosx;, mientras que la condicon de conservacon global deS sobre
el movimiento de losx;, parametrizada comox;(t), es

)
Xi —S fxkghe; =0 (6.1)
- &
donde x; denota la derivada dex; con respecto al paametrot (que corres-
ponde al tiempo).

Elarea total S, escrita como la suma de lasareas de los trangulos en la
malla, puede ser descompuesta para un punto dado de coordetes x; como

X

S=  s+§
[
dondes} representa elarea de todos los trangulos que tienen a; como uno
de sus \ertices, y S’ corresponde alarea del resto de los trangulos, ninguno
de los cuales tiene &; como un \ertice.
As, se puede reescribir 6.1) por cada \ertice como

X @ X
e

i=1

si=0
|
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de manera que una solucon conveniente a esta ecuacon es

@X

Xj & s =0 (6.2)

la cual satisface claramente la condicon buscada.
A partir de la expresbn ( 6.2) se puede de nir un vector

_ @X
e

i
S|

gue puede ser visto como un \vector de curvatura” asociado dlesimo \ertice
de manera que se garantiza la preservacon delarea localuando la variacon
de x; es perpendicular a ;. Esta estimacon local de la curvatura ; es un
vector para cada punto de la malla, expresada como (ver Apgedice B)

X o & bcos
I S L T
i 2N;
donde N; es el conjunto de \ertices vecinos al puntoiesimo, a = J)x(l. 2] y

= H son vectores unitarios con direcciones de nidas en el tragulo

con\erticesi,j yj+1,y eselangulo entre ellos que satisfaca b = cos

6.2.2. Terminos de Suavizado

El ermino local de suavizado Fgi (i) es calculado para cada puntox;
como la diferencia entre el centro de masascy de los trangulos que com-
parten el \ertice x; y la posicon de este \ertice, es decir

. . 1 X
FsL(i)= xcm (i) xi, wherexcm ()= o X;
Yi2N;
Por otro lado, el ermino global de suavizado es calculado emo
1 XX
Fsc = N ni (Xi  Xj)n;
i jJ2N;
donde n; es el vector normal promedio en cada trangulo que comparteel
\ertice iesimo y la suma enj es sobre todos los vecinos del puntoesimo.

El ermino de suavizado total Fs(i) = Fsy (i) + Fsg, propuesto por Fischl
et al. [28], conduce cada \ertice en la direccon del centroide de s8 vecinos.
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6.2.3. Movimiento de Expanson Radial

En conjunto, el movimiento de expanson est dado por trescomponen-
tes diferentes: una velocidad radial de nida por el usuarig un componente
geonetrico que depende de la curvatura local y una expanen radial que
empuja la super cie hacia una esfera hipottica. Estas fuezas apuntan en
direccon de la normal promedio n; del \ertice iesimo, as

hr(1) = [JVradia ()] + F( i)+ (Rext  Xi ni)In;

dondeF( ;)) = | ij, de manera que si la curvatura es positiva (forma de
\barriga"), la super cie es aplanada hacia el interior y cuando la curvatura
es negativa (forma \hundida"), la super cie es aplanada hada el exterior. El
valor de referenciaRey; corresponde a la maxima distancia entre la super cie
completa y su centro de masas. Este ermino empuja hacia afera los puntos
en direccon a la esfera circunscrita.

6.2.4. Modelo de Velocidad

Se asume que se impone un campo de deformacbon de manera quela
\ertice X; se mueve con una \velocidad" particularv(x;), la cual depende de
la posicon del \ertice. Entonces, la ecuacon de evolu®n para cada punto
es

xj = fsL(i)+ fse+ ihr(i)
donde ; es un paametro local que da cuenta del peso relativo de la ex
panson radial y el suavizado. Esta funcon de ponderacon se estima de la
relacon de conservacon localx;  =0:

_ i (fsc()+ fse)
' i hr(i)
Para prevenir la aparicon de feromenos de rigidez durane la evolucon

de la super cie, se introduce un paametro adicional dentro del €rmino
de expanson

(6.3)

Xi=fsL(i)+ fsg+[(1+ ) i lhr (i) (6.4)
adicionalmente, se incluye una funcon de ponderacon gbbal
i p (fsL()+ fso)
i i hr(i)
Esta ecuacon de evolucon combina, en una proporcon aitrretica, efectos

de preservacon local y global; que corresponde al modeloedmovimiento
utilizado en este trabajo.
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6.2.5. Modelo de Evolucon de la Super cie

El campo externo de velocidad impone un movimiento de expams 0
contraccon conducido por la fuerza radial. Fsicamente, esto corresponde
a una preson interna que actia en una super cie suavizada resultado de
un efecto de redistribucon de la tenson super cial como respuesta a los
cambios de preson. El movimiento de expanson radial es onsecuencia del
exceso de preson resultante. En concordancia con este asgma, se propone
un proceso de evolucon de la super cie en dos fases. En la jpnera etapa,
®lo se aplican los erminos de suavizado locales y globalactualizando las
posiciones de los puntos de la malla. Una vez la super cie hado suavizada,
el factor de expanson radial, que incluye el ermino de preservacon local,
es calculado y aplicado a las coordenadas de los puntos de lapgr cie
suavizada. El Algoritmo 1, presentado a continuacon, resume el proceso de
evolucon.

Algoritmo 1  Evolucon de la Super cie
Fijar el paso de tiempo t y el paametro
repetir
Calcular la fuerza global de suavizadd~sg
para i =1 hasta N hacer
Calcular la fuerza local de suavizadd-g (i)
Actualizar las coordenadas de los puntos:
xi(t) = xi(t) +[Fsc(i) + Fsc] t
n _para
para i =1 hasta N hacer
Calcular la fuerza de expanson radial hg(i)
Calcular el pammetro de ponderacon local
n _para
Calcular el pammetro de ponderacon global
para i =1 hasta N hacer
Actualizar las coordenadas de los puntos:
Xi(t+dt)= xi()+[(1+ ) i lhr (i)dt
n _para
hasta Satisfacer algun criterio de convergencia
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6.3. Resultados y Discuson

En esta seccon se obtienen representaciones suavizadaarp super cies
generadas manualmente u obtenidas a partir de datos neuroatmicos rea-
les. A continuacon se introduce una descripcon de las sper cies obtenidas
junto con consideraciones sobre la implementacon y la eMaacon.

6.3.1. Super cies Sineticas

En una primera etapa, el modelo de deformacon fue evaluadasobre
super cies sineticas, generadas y modi cadas por medio @& una rutina de
Mathematica™ (version 5.0), la cual implementa el proceso de evolucon
la super cie presentado en el Algoritmo 1. Estas super cies fueron obtenidas
por medio de la unon de guras simples como se ilustra en la ijura 6.1, con
discontinuidades similares a las presentadas por los dataseuroanabmicos
reales. El rumero de trangulos vara entre 192 y 288 y las unidades de
area fueron de nidas para cada super cie a partir del espado cartesiano
isotopico generado para cada caso. La Figura6.1 ilustra nuestra ecnica
sobre una super cie sinetica, construda utilizando do s esferas con lo que
se obtuvo una discontinuidad. La super cie inicial se preseta en el panel
izquierdo y la super cie resultante, desples de 25 iteraanes, en el panel
derecho. En este ejemplo, elarea total de ambas super ciess 2095 unidades
dearea, de manera que elarea total fue preservada. Notes que la fuerza de
suavizado, sujeta a la condicon de preservacon, redistibuye la posicon de
los puntos, un efecto que puede apreciarse en la gura como tarson de la
direccon principal de la super cie.

La Figura 6.2 muestra, sobre una super cie sinetica similar a un tallo ce-
rebral, como se evalwo el modelo utilizando valores difenates del paametro

. La Figura 6.2 presenta la super cie inicial (panel 6.2(a)) y los resultados
obtenidos con valores de iguales a 05, 1,0 y 1,5 se muestran en los paneles
6.2(b), 6.2(c) and 6.2(d), respectivamente. Desples de 10 iteraciones con un
paso de tiempo jado endt = 0;1, las tres super cies resultantes presentan
diferentes grados de deformacon, sin introducir distorsones netricas.

6.3.2. Super cies Reales

El rendimiento del proceso de evolucon fue evaluado tambn en su-
per cies 3D obtenidas de datos neuroanabmicos reales. Lamplementa-
con fue desarrollada en C++, utilizando las funciones de ka librera VTK
(www.vtk.org) para la interaccon y visualizacon de estas estructuras. Estas
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(@) (b)

Figura 6.1: Resultado de aplicar nuestro modelo de deforman a una su-
per cie sinketica (a) Super cie inicial (b) Super cie deformada

@ (b) (© (d)

Figura 6.2: Resultado de aplicar nuestro modelo de deforman, usando
un valor variable, a una super cie sinetica (a) Super cie inicial (b) Con
=0;5(c)Con =1;,0(d) Con =15
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rutinas fueron ejecutadas en un sistema Linux con un procestr Intel Core
2 Duo de 2.13 GHz y 2GB en memoria RAM.

Conjuntos de Datos

Como entradas del algoritmo se utilizaron super cies de tangulos del
tallo cerebral y el cerebelo, segmentadas y reconstrudaa partir de inagenes
nedicas. El tallo cerebral se obtuvo de una imagen de tomogfa compu-
tarizada de 512 512 50, y la malla resultante se compone de 2800 puntos y
5596 trangulos. El cerebelo se obtuvo de una imagen de tongrafa compu-
tarizada de 512 512 40y como resultado se obtuvo una malla compuesta
de 4650 puntos y 9296 trangulos.

Aspectos de Implementacon

El esquema de sobre-relajacon propuesto en la Ecuaco®.4 para la inte-
gracon, fue reemplazado por un esquema predictor-corragor de un paso (g
(ver Aendice A). La condicon de preservacon local se introduce a traves
de un paametro ; que obliga al vector de curvatura ; a ser perpendicu-
lar a la direccon de la fuerza de suavizado. El denominadodel paametro

i (ver Ecuacon 6.3) se restringd a valores mayores que @01 para evitar
discontinuidades. El factor de preservacon delarea gldal facilita un ma-
nejo adecuado de la contribucon de preservacon generamientras relaja la
condicbon de conservacon local. Se introduce adenas elpaametro  para
gestionar el balance entre las contribuciones locales y dlales (ver Ecuacon
6.4). Todos los ejemplos usan un paametro = 0;2 y un paso de tiempo

t = 0;001. Finalmente, la fuerza de suavizado total fue ponderadaon un
factor de 1;2 en la misma ecuacon.

Aspectos de Evaluacbn

Para la evaluacon, se introduce un factor dearea localJ; en un punto
xi de la super cie comoJ; = AJ =Al , donde AJ es elarea inicial y A,
es elarea actual del parche alrededor de este punto, de nid como elarea
de los trangulos que comparten el puntox;. Un J; decreciente indica que
elarea local se esh expandiendo, mientras que unJ; creciente indica una
contraccon delarea qual. Adicionalmente, se de ne el factor dearea pro-
medio comoJ =1=N M J; y el factor dearea normalizado como la razon
entre el factor dearea local J; y el factor dearea promedio J. Este factor
J=J corresponde a una estimacon de los cambios de lasareasdales con
respecto a la distorson delarea total de la super cie.
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Resultados

(@)

(b) (¢ (d) (e)

Figura 6.3: Resultado de aplicar nuestro modelo de deforman a una su-
per cie del tallo cerebral (a) Super cie inicial (b) Iteracon 500 (c) Iteracon
1000(d) Iteracbn 2000 (e) Iteracon 3000

La Figura 6.3 ilustra el proceso de deformacon sobre datos reales del
tallo cerebral. El panel superior (Figura 6.3(a)) corresponde a la super cie
original y las guras inferiores 6.3(b), 6.3(c), 6.3(d) y 6.3(e) presentan las
mallas resultantes desples de 500, 1000, 2000 y 3000 iteraces, respectiva-
mente. El metodo de deformacon, aplicado sobre la malla cl tallo cerebral,
presenta una distorson delarea local cercana al 4% en el B% de los par-
ches desples de 3000 iteraciones. Respecto al rendimienta imagen 6.3(e)
se obtuvo desples de 223 s, un tiempo considerado como adeclo para
mediciones en estudios morfonetricos reales.

La Tabla 6.1 muestra el factor dearea normalizado en el intervalo [(2]
para la super cie del tallo cerebral. Una razn cercana a uro indica pequenos
cambios en elarea, en otras palabras, los cambios locales globales son
comparables. Las guras indican pequenos cambios dado gu& mayora de
los parches presentan una raon cercana a 1.

Para la malla del cerebelo, la distorson delarea local escercana al 4 %
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J=J Numero de parches| % de parches
0,0 0;75 0 0%
0;76 0;95 0 0%
0,96 1,04 2722 97,21 %
1,05 1;24 71 2,54 %
1,25 2,0 7 0;25 %

Tabla 6.1: Factor dearea normalizado J=J para la super cie del tallo cere-
bral

@)

(b) (© (d) (e)

Figura 6.4: Resultado de aplicar nuestro modelo de deforman a una su-
per cie del cerebelo(a) Super cie inicial (b) Iteracon 500 (c) Iteracon 1000
(d) Iteracon 2000 (e) Iteracon 3000

en el 99% de los parches hasta la iteracon 3000. La Figur&.4 presenta
imagenes de la deformacon: el panel superior (Figura6.4(a)) corresponde a
la super cie inicial y las guras inferiores 6.4(b), 6.4(c), 6.4(d) y 6.4(e) pre-
sentan las mallas resultantes desples de 500, 1000, 2000 Q0B iteraciones,
respectivamente. El tiempo de @lculo para 3000 iteracioes es de 366 s. El
factor dearea normalizado, como se muestra en la Tabl®.2, es nuevamente
consistente con los pequenos cambios en elarea.

Aralisis de Rendimiento

La Tabla 6.3 resume el tiempo de procesamiento requerido para gene-
rar las mallas resultantes presentadas anteriormente. Esnportante recalcar
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J=J Numero de parches| % de parches
0,0 0;75 0 0%
0;76 0;95 12 0;26 %
0,96 1,04 4622 99,40 %
1,05 1;24 0 0%
1,25 2,0 16 0;34%

Tabla 6.2: Factor dearea normalizado J=J para la super cie del cerebelo

gue las mallas intermedias obtenidas desples de cada itecan no son vi-
sualizadas yunicamente se presenta al usuario la super @ nal. Como se
observa en la Tabla6.3, la CPU ejecuta 82 iteraciones para la malla del
cerebelo en un segundo, mientras que la super cie del talloecebral requiere
135 iteraciones en el mismo tiempo, resultados perfectamenteompatibles
con la peactica clnica real.

Conjuntos Numero Tiempo de procesamiento

de datos de puntos | Iter. 500 | Iter. 1000 | Iter. 2000 | Iter. 3000
Tallo cerebral 2800 37s 74 s 147 s 223 s

Cerebelo 4650 61ls 122 s 244 s 366 s

Tabla 6.3: Tiempos de procesamiento requeridos para genearkas super cies

de ejemplo
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Captulo 7

Prototipo de Visualizacon y
Medicon

Una vez completada la formulacon del modelo de deformacin, debe te-
nerse en cuenta la necesidad de una aplicacon que permitd asuario leer un
archivo que representa una estructura 3D, aplicar el netoad de deformacon
planteado y cuanti car la distorson en las rnretricas intr oducida por el proce-
dimiento. Inicialmente, esta aplicacon proveer la inf raestructura necesaria
para la validacon y pruebas del modelo; y posteriormente legaa a ser el
prototipo de una aplicacon que permita a los especialista medicos realizar
y cuanti car aralisis morfonetricos sobre cualquier estructura o grupo de
ellas.

7.1. Metodologa de Desarrollo

Se requiere el desarrollo de una aplicacon que permita laigualizacon
de la super cie 3D y del proceso de deformacon de la misma, yue adenas
ofrezca al usuario la funcionalidad para cuanti car el conpunto de netricas.
La metodologa de desarrollo de software escogida para lariplementacon de
esta herramienta es la construccon de prototipos de formaevolutiva, con el
n de que, en cada etapa del proyecto, el aplicativo provea lduncionalidad
kasica para la validacon y pruebas.

La metodologa contempla una etapa de inicializacon, donde se de nen
los objetivos que se piensan cumplir en cada iteracon. Lugo, se realiza la
parte iterativa, en donde, de acuerdo a los objetivos trazads, se hace la
planeacon, aralisis, diseno e implementacon. Al terminar estas tareas, se
hacen evaluaciones y pruebas para determinar si los objetig se cumplieron.
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Luego, las dos etapas se repiten, hasta que el producto naluenple todas
las especi caciones y satisface los requerimientos del umtio. Para esto,
generalmente se mantiene una lista de control donde se espean todas las
tareas que deben ser realizadas.

7.2. Componentes Principales

El prototipo computacional desarrollado para la visualizacon y medicon
de las super cies 3D simpli cadas esa compuesto por la impementacon del
netodo de deformacon, los algoritmos para medicon solre las super cies
y para la cuanti cacon de las distorsiones, y los componetes tasicos de la
interfaz de usuario.

7.2.1. Implementacon del Metodo de Deformacon

La implementacon del netodo de deformacon planteado en el Captulo
6 consisto en la traduccon a lenguaje C++ del Algoritmo 1, junto con la
implementacon del esquema predictor-corrector y de las peraciones vecto-
riales necesarias.

7.2.2. @lculo de las Medidas

Los algoritmos para el @lculo de lasareas y longitudes sbre super cies
3D varan dependiendo del tipo de representacon utilizado para generar las
super cies 3D: mallas poligonales, representaciones coroxeles, super cies
paranetricas, super cies implcitas, modelos de geometa lida construc-
tiva (CSG), y algunos nas.

En el caso de mallas poligonales, el alculo de la distanci@ntre dos
puntos puede realizarse avanzando por las aristas y sumandas longitudes.
Cuando se requieren valores exactos para las distancias, pssible tomar
diversos puntos sobre la malla e interpolar una curva que penita calcular
la distancia. Para el @alculo de lasareas, es necesario dar una frontera
gue corresponda con las aristas de los polgonos constiteytes, y luego se
suman las areas de todos los polgonos que quedan dentro de frontera.
Para calcularareas de manera mas exacta, es posible intgrolar la curva de
frontera y utilizar metodos de subdivison de polgonos para encontrar las
contribuciones de cada uno de los polgonos alarea total.

Para la cuanti cacon de la distorson netrica introduc ida por el netodo
de deformacon, se implemenb el @lculo del factor dearea normalizado para
cada uno de los puntos de la super cie. Con estos valores sensiruye un
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histograma que permite identi car el porcentaje de parcheqoareas locales)
afectados por la distorson.

7.3. Requerimientos de Hardware y Software

El desarrollo de la aplicacon requiere una librera para visualizar e in-
teractuar con las super cies tridimensionales, en este casse utilio VTK
(Visualization ToolKit ), librera de @digo abierto y multiplataforma, com-
puesta de clases C++ e interfaces interpretadas para lengyas como Tcl/Tk,
Java y Phyton. Tambén se requiere una librera para elaborar la interfaz de
usuario, conVTKy lenguaje C++ es posible utilizar WxWidgets

En cuanto a los requerimientos de hardware, para la correctaisuali-
zacbn de las super cies 3D y una interaccon nas @pida, se requiere una
tarjeta de video con mnimo 128MB de memoria independiente

7.4. Descripcon del Prototipo

El prototipo de visualizacon desarrollado consta de una \entana dividida
en dos paneles, como se muestra en la Figural. En el panel izquierdo se
visualiza la super cie original, mientras que el panel de laderecha presenta
la super cie deformada obtenida al ejecutarse las iteracioes indicadas al
inicio de la aplicacon. La librera de visualizacon pr ovee herramientas para
gue el usuario interactie con las super cies 3D, permitierdo operaciones de
escalamiento, rotacon y traslacon en los tres ejes &, y Yy 2).

Conjuntamente con la super cie deformada, el prototipo entega infor-
macon sobre el cambio en elarea total de la estructura 3D,as como el
factor de area promedio para los parches en la super cie (Rjura 7.2). El
factor dearea normalizado, utilizado para cuanti car el p orcentaje de par-
ches afectados por la distorson netrica, es calculado pea cada uno de los
puntos en la super cie. Con estos valores, la aplicacon geera un archivo
de texto separado por comas (.cvs) con el histograma, el cugluede gra -
carse para visualizar los porcentajes de distorson y la aatidad de parches
afectados.
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Figura 7.1: Previsualizacon del prototipo de visualizacbn desarrollado

Figura 7.2: Informacbon complementaria de la super cie ertregada por el
prototipo
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Captulo 8

Conclusiones

Los nmetodos para deformar super cies son ampliamente usaok en dife-
rentes disciplinas como la computacon ge ca, el disetb ga co y de modas,
la animacon por computador y la publicidad, entre otras. En medicina, estos
facilitan la visualizacon de las caractersticas estructurales y funcionales de
los volumenes anabmicos. Estos voumenes se generan codiferentes ecni-
cas como tomografa computarizada, resonancia magretia, tomografa por
emison de positrones y ecografa 3D. Los aralisis que seealizan sobre estos
volmenes requieren un nivel de precisbn mucho mayor porcuanto el cono-
cimiento nedico depende de la posibilidad de realizar medias que proveen
informacon vital sobre la condicon del paciente.

Existen diferentes clases de deformaciones de super ciesplanado, ali-
sado, mapeo y metamorfosis, bajo las cuales se pueden agrupas netodos
publicados nas recientemente. Las caractersticas pariculares de cada neto-
do lo pueden hacer mas 0 menos adecuado para ciertos tipo degblema.
Espec camente en el problema de morfometra de estructuras anabmicas,
en el cual se caracterizan cuantitativamente areas y longudes para anali-
zar cambios en las estructuras, es importante asegurar la pcisbn en es-
tas mediciones. De esta manera, los netodos de deformacbaplicables a
los aralisis morfonetricos deben enfocarse primordialnente en garantizar la
preservacon deareas y/o longitudes a lo largo del proces de evolucon de
la super cie.

En este trabajo se presenb un netodo de deformacon que grmite ge-
nerar representaciones suavizadas de estructuras neurcawmicas garanti-
zando la conservacon local delarea. Estas estructuras gan representadas
como super cies 3D aproximadas por mallas de trangulos, & manera que
estas simples representaciones permiten obtener una defoacon e ciente y
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|apida sujeta a una preservacon delarea local. Este enbque es e ciente de-
bido a los pequenos cambios en elarea y mpido en ermins de visualizacon
adecuada para la pactica clnica real.

La velocidad de cada nodo esh dada por un campo de movimienot
georretrico y variable al cual se aplican las restriccionesle preservacon del
area. Se utiliza una restriccon de preservacon delar ea que combina ermi-
nos locales y globales para aumentar elexito del algoritmolLa estructura
matenatica del modelo de movimiento con restricciones peamite integrar
ficilmente el movimiento por cada nodo, sin necesidad de olver grandes
sistemas de ecuaciones en cada paso de integracon.

Finalmente, se presenb la aplicabilidad de este algoritho para calcular
representaciones suavizadas de estructuras neuroanatioas a partir de da-
tos reales. Los porcentajes obtenidos para la distorson € lasareas locales,
cercanos al 4%, son congruentes y comparables con los regadlbs presenta-
dos por otros nmetodos de deformacon similares.

8.1. Trabajos Futuros

El modelo planteado corresponde a una exploracon inicialde la defor-
macon de super cies inspirada en modelos fsicos de difgon. Sin embargo,
aun quedan por estudiar varios ppicos relacionados que grantizan la con-
tinuidad del proyecto dentro del grupo de investigacon Biolngenium Entre
ellos se encuentran:

= Validacbn con otras super cies: Se espera utilizar un conjunto
de imagenes nedicas de resonancia magretica y tomograd compu-
tarizada para segmentar y generar representaciones 3D defdientes
estructuras neuroanabmicas como el cerebelo, el tallo cebral y el
cerebro. Estos conjuntos de super cies 3D se utilizaran @ra evaluar
la variabilidad en los porcentajes de distorson de lasaras locales en-
tregados por el netodo de deformacon. Tambéen se esperaevaluarlo
con diferentes super cies sineticas que presenten gradovariables de
complejidad.

= Aralisis de paametros: Se requiere determinar el procedimiento
para estimar el valoroptimo del paametro  que requerira una su-
per cie particular para evolucionar minimizando el porcentaje de dis-
torson de lasareas locales.

= Extenson de criterios: Se considera importante explorar las posibi-
lidades que ofrece el netodo planteado de ser ampliado paiiacorporar
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otros principios de conservacon, como la preservacon @ longitudes,
arcos oangulos.

= Incluson de nuevas funcionalidades al prototipo: El prototipo
de visualizacbn ofrece una funcionalidad mnima para la interaccon
con las super cies y sus versiones simpli cadas. Sin embaeog para fa-
cilitar la usabilidad de la herramienta en la pactica cl nica actual, es
necesario complementarla con una interfaz de usuario adeada y con
funciones para la manipulacon de inagenes nedicas, paa la segmen-
tacon y reconstruccon de las estructuras 3D y para la medcon de
areas y longitudes de nidas por el usuario.

= Evaluacon clnica: Adicionalmente, es necesario complementar el
planteamiento del modelo con la evaluacon clnica del metodo en es-
tudios morfonetricos reales.
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Arendice A

Metodos Nunericos

A.1. Esquema Predictor-Corrector

Los netodos predictor-corrector son comunmente utilizados para la re-
solucon nurrerica de problemas de valor inicial para ecu&iones diferenciales
ordinarias [68]. Como su hombre lo indica, se componen de dos etapas, en la
prediccon se extrapola un ajuste polinomial de la derivada partiendo de va-
rios puntos previos hacia el nuevo punto, y en la correccoresto es utilizado
para interpolar la derivada.

Uno de los netodos predictor-corrector mas utilizados esel esquema
Adams-Bashforth-Moulton, netodo multipaso derivado del teorema funda-
mental del @lculo

Z,.

V) = Y+ f(ty() dt A1)

La etapa de prediccon utiliza la aproximacon por polino mios de Lagran-
ge def (t;y(t)) basado en los puntos {x 3;fk 3), (tk 2;fk 2), (tk 1;fk 1)
y (tk;fx), integrando sobre el intervalo fi;tk+1] enA.1. Con esto se obtiene
la prediccon de Adams-Bashforth de orden cuatro:

h
Pr+1 = Yk + Z‘r( Ok 3+37fx 2 59 1+55fy) (A.2)

Teniendo en cuenta olo los puntos {x 2;fk 2);(tk 1;fk 1) v (tk;fk), se
obtiene la prediccon de orden tres:

h
P+t = Y + 1_2(5fk 2 16fg 1+23fy) (A.3)
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La correccon se lleva a cabo de manera similar, teniendo enuenta esa
vez el valor ya calculadopy+1 . Un segundo polinomio de Lagrange es cons-
trudo, para el caso de orden cuatro, con los puntosix 2;fk 2), (tk 1;fk 1),
(tk;fx) y el nuevo punto (tk+1;fk+1) = (tisr;f (tk+1;Pr+1)). Este polino-
mio es integrado en el intervalo {x;tx+1], obteniendo el corrector Adams-
Moulton:

h
Vi1 = Yk ﬂ(fk 2 Sfx 1+ 19f +9fy41) (A.4)

para el caso de orden tres, el corrector tiene la siguiente fima:

h
Yk+1 = Yk + 1—2( fk 1+8f K +5fk41) (A.5)

Dentro del netodo predictor-corrector, ocurren tres procesos de manera
consecutiva: la etapa de prediccon P), la evaluacon de la derivada f 1
a partir de la prediccon pk+1 (E), y la etapa de correccon (C). En esta
notacon, iterar m veces el corrector se escribira com® (EC)™. Tamben se
tiene la opcon de nalizar con un paso C o un E. La estrategia recomendada
generalmente eP ECE, dado que unakE nal entrega mejores resultados.

A.2. Metodo del Gradiente Conjugado

El metodo del Gradiente Conjugado es un nretodo efectivo paa resolver
sistemas de ecuaciones lineales sinetricos y de nidos pitisos [7]. Consiste
en la generacon secuencial de aproximaciones sucesivadaasolucon, con-
juntamente con los residuos correspondientes y las direanies de husqueda
necesarias para actualizar los estimados y los residuos. @a iteracon del
nmetodo requiere la evaluacon de dos productos punto paraobtener valo-
res escalares de actualizacon que hacen que las secuesc@mplan ciertas
condiciones de ortogonalidad. En un sistema lineal sinetico y de nido posi-
tivo estas condiciones implican la minimizacon de la diseancia a la solucon
verdadera.

Las aproximacionesx; son actualizadas en cada iteracon por un nultiplo
( i) del vector de direccon de lusquedap;

Xi=Xi 1+ iPi
Los residuosri = b AX; son actualizados a su vez mediante
ri=rii1 (i donde g = Api (A.6)
Sobre todas las posibilidades de en A.6, la escogencia de = ; =

ri iri 1=p" Api minimiza rf A 1r;.
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Los residuos se utilizan para actualizar las direcciones deisqueda
Pi=ri+ 1P (A7)

donde, para garantizar quep; y Ap; 1 (0, de manera equivalenter; y r; 1)
son ortogonales, se escoge = r'ri=r ;r; 1. Esta escogencia de; hace que

pi Y ri sean ortogonales a todos lo&p; y rj precedentes, respectivamente.

Algoritmo 2  Metodo del Gradiente Conjugado
Calcular rg = b Axo para una aproximacon inicial xg
para i =1;2;::: hacer
R
i 1=1I 1M 1
si i =1 entonces
P1=To
si_no

i 1= i 170 2
Pi=ri 1+ i 1P 1
n _si
g = Ap
i 1:HTQ
Xi=Xj 1+ ipi
r=ra iG
Veri car convergencia, continuar si es necesario
n _para
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Arendice B

Derivacon del Vector i

Para calcular el vector ; se calculan lasareas de los trangulos que el
punto x; forma con los sucesivos pares de \ertices vecinog y Xj+1. La
magnitud de dichaarea viene dada por el nodulo del producto vectorial

1
§j = E(Xi Xj) (Xj+1 X))
Dado que este nodulo vale

1. .. .
SXi Xjp)JXj+1 o Xj)SIN i +1

jsi = >

(donde jj; +1 es elangulo que forman los dos vectores diferencia en elngce
Xj) es fcil ver que su cuadrado esh relacionado con el prodcto escalar por

jsiji? = 20 Xj%iXj+1  XjJZSin® i 41
1, Y .
= X Xjj%Xj+1 X’ cof ijj +1)

1 . . .
7 X Xjifixjer o X050 I X)) (Xje1 Xp))?

Esta expreson, derivada respecto ax; da

) ) 1 . )
rj SiszzéJXjﬂ Xii2(xi %) I X)) (Xer XX+ X))
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La derivada respecto ax; de js; j valda

2jsijjri sij =1 sij?

. S..-
_Lixe P00 %) I x) (e x)I(Xjs1 Xg)
2 T xPxe )7 [ x) K X))

El vector ; tendil, entonces, la expreson

.:}X jxj,,}1 xjjz(xi Xj) (X X)) (Xj+r o X)I(Xj+1 Xj)
T2 T VK e xP 6 %) (e XP

la cual se puede simpli car mas, aplicando las siguientes xpresiones:
X xj) =X xjja

(Xj+1 X)) = jXj+1  Xjjb
con las que se obtiene

1 X

. .(a bcos
j 1 co?

X (a bcos)

DR AC N P

i

donde es elangulo entre los vectoresa y b que satisfacea b = cos ,
como se ilustra en la FiguraB.1.

Figura B.1: llustracon delangulo
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Arendice C

Aproximggon de
(n 1) (HVN HVN) JdS
por Elementos Finitos

_ _ _ RR .

La aproximacon de la expreson (n 1) (Hvn Hvpn) jdSsobre los
elementos nitos, es decir, sobre los trangulos que constuyen la super cie
discreta, se reduce a encontrar la solucon de la integral

ZZ

(x) (x)ds

con (X)=(Hvn Hvn)ixy (X)= j.

Para poder evaluar esta doble integral sobre el trangulo €l elemento
nito escogido), es necesario describir el comportamientale las funciones
(X) y (x) de manera continua, ya queunicamente se conocen sus vakes

en los \ertices que de nen el trangulo. Tamben se requi ere de nir los Imites
de integracon en funcon de los puntos conocidos del trangulo, es decir, de
las coordenadasx y y de sus \ertices. Estas consideraciones se ilustran en
la Figura C.1

La de nicon de los Imites de integracon Xa Y Xp en funcon de los valores
conocidos parax y y se consigue a partir de la forma de la ecuacon de la
recta dados dos puntos conocidos, as

Xa Xj _ Xi X _ y(xi X))
= Xa= Xj + 217
y 0y o ) XaTX i
Xi+1  Xb _ Xj+1 X _ y(Xi  Xj+1)
= Xp= Xj+p + 22
0y 0y ) et Yi
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Figura C.1: llustracon de las consideraciones sobre el emento nito

El comportamiento continuo de las funciones (x) y (x) se describe
a partir de las construcciones comunes para la ecuacon delrecta, obte-
nendose as

(xy) = yl (C.1)
(y)= a+ bx x)+ cy (C.2)

Para el caso de (x:y), es necesario estimar los valores de los coe cientes
gue la describen, es decir, las expresiones para estimarby c en funcon de
los valores conocidos de . Para esto, se evalia la expreson en cada \ertice
del trangulo

(Xi)= i=a+cy
(Xj)= j=a+bXx X
(Xj+1) = j+1 = a+ b(Xj+1  Xj)

y se utilizan estas ecuaciones para despejar los tres coectites:

= Coe ciente b
e =G Xjae)

b= j+1 j
Xj+1 X]
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= Coe ciente a:

j=a+ TR Xj  Xj)
— j+1 ]
a= m(xj Xi)
qa= Aiv %) (s )X Xi)
(Xj+1 X))
Q= i(Xjer o X))+ (X X))
(Xj+1 X))

= Coe ciente c;

iXjer o X))+ (X Xxp)

' (Xj+1  Xj) Y
_1 i(Xj+r X)X %)
C= —
Yi (Xj+1  Xj)
c= b ia X)) e X)X X))
Yi (Xj+1  Xj)

Con estas de niciones, ya es posible evaluar la doble integt de manera

discreta:
Z Z Z Y Z Xo
' y
(X) (x)dS = =(a+ b(x xj)+ cy)dxdy
2 7z
Yi Xp y
= y—((a bx;) + bx+ cy)dxdy
|

0 Xa

haciendoa-= a bx e integrando con respecto a x

Z Yi y bX2 Xb
= = ax+ ——+cyx dy
o Vi 2 Xa
evaluando en los extremos
Z
yi 2 2
= Y ey xa)+ B8 oy xa) dy
0 Vi 2

(C.3)

Utilizando las expresiones derivadas anteriormente parx, Yy X, €S po-
sible simplicar (Xp Xa)Vy (xﬁ x2) para que la doble integral quede en
funcon de los valores conocidos para y :
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Xa = Xj41 y(Xj+1  Xi) X; y(xi  Xj)

Yi Yi
Xi Xi
=(Xj+1 X)) 7)/( J+1_ i)
Yi
=(xn x) 1 2 (C.4)
Vi
2 2
Xi 41 y(Xj+1  Xi) X; + y(Xi  Xj)
Yi Yi
> y(Xj+1 Xi) . Y2(Xja1 Xi)?
Xjr 2 Yi * Yi2
. . 2(y. 2
ij 2x; y(Xi . Xj)  yaX 2XJ)
Yi Yi
2 2 Y Yy .2 Y y?
Xj+1 2Xj+1%+2Xj+1Xi%+Xj+ly—i2 2Xj+1Xiy—i2
2 2
2 y 2y y 2y
X 2XiXj = +2XT =+ 2XiXi 5 X%
: ) IYi Ly ' inz inz
2 2
2 y.,y 2 y |y
X 1 2=+ = X: 1 2=+ =
J*1 Yi Y2 J i y?
2
2Xiy—2(Xj+1 Xj)+2Xi¥_(Xj+1 Xj)
Yi Vi
2 2
2 2 y y |y
(Xfe1 Xx7) 1 vi +2Xi(Xj+1 X)) vi y_|2
2
2 2 y y y
X X 1 =  +2%(X Xi - 1 =
(X412 X)) v i(Xj+1 X)) Y v
(C.5)

Estas expresiones pueden reemplazarse en la Ecuacti.3 para seguir

85



simpli cando la integral doble:

"

ZZ Z .
x) (x)dS = Y oaxg x) 1 Y
o Vi . . Yi
b 2 y ?
+ > (X1 X)) 1 vi
+2Xi(Xj+1 Xj) X 1 X
Yi # Vi
+eoy(Xj+1  x5) 1 % dy
|
Zyi y y
= = (a+ cy)(Xj+ Xj) 1 =
oy ( V)(Xj+1 X)) "

b
to g Xt x) 12

y y
+ 2% (X + Xi = 1 = d
i(Xj+1 i) Vi Vi Yy
z, (
= xm ox) L1 L @y
0 Yi Vi

b
+§(Xj+1+xj) 1 % vox L dy

i Yi

(C.6)

Teniendo en cuenta que las siguientes expresiones son e@iantes
Z z
Yi "d Yi ndq 1
y 1 y Y _ y 1 y y y _

ooow v 0 Yoy Vi (n*D(n+2)

pueden utilizarse para integrar ficilmente con respecto ay en la Ecuacon
C.6 y encontrar as una expreson discreta de la integral doble:

ZZ

- a € b (Xj+1 t+X)
. (X) (X)dS=yi(Xj+1  Xj) AT %J,Xi

(C.7)
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siendo

a=a bx= 1t 114
(Xj+1  Xj)
e= cy, = |( j+1 j) J( j+1 |) J+l( i J)
Xj+1 X))
b= j+1 j
Xj+1 X]

Si se reemplazan las expresiones correspondientes a cad& c@nte, la
forma discreta de la integral doble se simpli ca aun mas

Z7Z
Vi(Xj+1 X))

12 i+

(x) (x)ds = (C.8)
Finalmente, si se tiene en cuenta que de acuerdo a la constrean de la
Figura C.1 la expreson fyi(Xj+1 Xj)g=2 representa elarea del trangulo, y
recobrando el factor (n 1) que inicialmente multiplica a la integral doble,
se obtiene la aproximacon de su valor discreto sobre el eleento nito
ZZ A I
(N 1) (Hvw Hvy)jds= (0 DT+

(C.9)
con Ajj;j +1 elarea del trangulo de nido por los \ertices i,j yj +1.
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Artculo en Conferencia Internacional

Andrea Rueda, Alvaro Perea, Daniel Rodrguez-Rerez y Eduardo Rome-
ro. A Fast Mesh Deformation Method for Neuroanatomical Surfaceln a-
ted Representations Memorias del IEEE Paci c-Rim Symposium in Image
and Video Technology Lecture Notes in Computer Science Series, Springer-
Verlag. Vol. 4872, Rag 75-86. 2007.

Artculo en Revista Nacional

Andrea Rueda y Eduardo Romero. Morfometra de Super cies Com-
plejas Usando Deformaciones no-Paranetricas Revista MED, Universidad
Militar Nueva Granada. Volumen 15, No. 1, Fag 110-121. 2007
Ponencia en Conferencia Nacional

Andrea Rueda, Alvaro Perea, Daniel Rodrguez-Rerez y Eduardo Rome-
ro. Metodo de Deformacon para Representaciones Suavizadasle Super cies

Neuroanabmicas. Memorias delCuarto Seminario de Ingeniera Bionedica ,
Universidad de los Andes. Pag 39-41. 2007.
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