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Resumen

La visualizaci�on y an�alisis de las caracter��sticas funcionales y anat�omicas
de algunas estructuras puede facilitarse mediante modelostridimensionales
obtenidos por segmentaci�on a partir de im�agenes de Tomograf��a Compu-
tarizada o Resonancia Magn�etica. La determinaci�on de longitudes y �areas
en estas super�cies se di�culta debido a la intrincada geometr��a de algunas
estructuras anat�omicas, como la corteza cerebral, el est�omago o el colon. De-
formar la super�cie en una m�as simple permite superar la mayor��a de estas
di�cultades, puesto que estos an�alisis morfom�etricos pueden ser simpli�ca-
dos si las longitudes y �areas son calculadas sobre versiones de la super�cie
m�as suaves y topol�ogicamente equivalentes, restringidas a la condici�on de
preservar las propiedades m�etricas de manera apropiada.

Este trabajo presenta un m�etodo novedoso de deformaci�on con preserva-
ci�on de m�etricas que permite generar representaciones suavizadas de estruc-
turas neuroanat�omicas. Estas super�cies 3D son aproximadas por mallas
de tri�angulos, las cuales evolucionan de acuerdo a un campode velocidad
externo, modi�cado por una contribuci�on dependiente de la curvatura lo-
cal. Este movimiento conserva las propiedades m�etricas locales dado que la
fuerza externa es modi�cada al incluir expl��citamente un t �ermino de preser-
vaci�on del �area en la ecuaci�on de movimiento. Se muestra su aplicabilidad
al calcular representaciones suavizadas a partir de datos neuroanat�omicos
reales, obteniendo super�cies cuya distorsi�on del �area local es menor al 5 %
comparada con la super�cie original.
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Abstract

Visualization and analysis of functional and anatomical features in so-
me structures can be facilitated with three-dimensional models obtained by
segmentation from Computed Tomography or Magnetic Resonance images.
Estimation of areas and lengths in these surfaces can becomedi�cult due
to the intrincate geometry of some anatomical structures, like the cerebral
cortex, the stomach or the colon. A deformation of the original surface into
a simpler one turns out to overcome most of these di�culties, since these
morphometric tasks may thus be simpli�ed if lengths and areas are calcula-
ted over topologically equivalent, smoother versions of the surface, subjected
to the condition that the metric properties must be appropri ately preserved.

This work presents a new metric preserving deformation method which
permits to generate smoothed representations of neuroanatomical structu-
res. These 3D surfaces are approximated by triangulated meshes which are
evolved using an external velocity �eld, modi�ed by a local curvature depen-
dent contribution. This motion conserves local metric properties since the
external force is modi�ed by explicitely including an area preserving term
into the motion equation. Its applicability is shown by computing inated
representations from real neuroanatomical data, obtaining surfaces whose
local area distortion is less than a 5 % when comparing with the original
ones.
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Cap��tulo 1

Introducci�on

La visualizaci�on y an�alisis de las caracter��sticas funcionales y anat�omicas
de algunas estructuras puede facilitarse mediante modelostridimensionales
obtenidos por segmentaci�on a partir de im�agenes de tomograf��a computari-
zada (CT, Computer Tomography) o resonancia magn�etica (MR, Magnetic
Resonance). La determinaci�on de longitudes y �areas en estas super�cies se
di�culta debido a la intrincada geometr��a de algunas estructuras anat�omicas,
como la corteza cerebral, �organos huecos como el colon, etc. En el caso de la
corteza cerebral, la compleja e intrincada forma de algunascircunvoluciones
y cisuras no permite calcular de manera exacta el valor de las�areas funcio-
nales, tal como se muestra en la Figura1.1. Sin embargo, algunas de estas
aplicaciones morfom�etricas pueden simpli�carse si las mediciones se realizan
sobre otra super�cie m�as suave con una topolog��a similar yque conserve las
m�etricas lo m�as posible.

Por otro lado, las deformaciones de super�cies tridimensionales y sus
aplicaciones han sido tema de estudio en los �ultimos 20 a~nos. Los modelos
deformables se aplican actualmente en diferentes �areas, para automatizar
procesos tales como segmentaci�on, registro, medici�on, ajuste, y otros relati-
vos a im�agenes m�edicas.

B�asicamente, se denominan modelos deformables a aquellosen los que
un contorno bidimensional o una super�cie tridimensional se hacen evolu-
cionar hasta que toman la forma de otro contorno o super�cie objetivo. De
acuerdo a lo presentado por Montagnatet al. en su revisi�on de los modelos
deformables [63], los campos de acci�on en los cuales se aplican estos modelos
cubre el reconocimiento de patrones [12, 13, 14], la animaci�on computariza-
da [10, 53], la simulaci�on de cirug��as [ 9, 17], y la segmentaci�on de im�agenes
[36, 90, 43], entre otras. Tambi�en se utilizan diferentes representaciones para
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Figura 1.1: Representaci�on 3D de la corteza cerebral, junto con la segmen-
taci�on manual del l�obulo temporal en un corte coronal. La segmentaci�on
permite visualizar la intrincada geometr��a de las cisuras.

generar desde l��neas 3D deformables hasta vol�umenes deformables. Los mo-
delos deformables fueron introducidos por Kasset al. en 2D [48] y extendidos
al caso 3D por Terzopouloset al. [80]. Algunos de los modelos deformables
rese~nados por Montagnatet al., como level sets, spring-mass, y modelos de
elementos �nitos; son tambi�en presentados m�as adelante (Cap��tulo 3) junto
con algunas otras aproximaciones relacionadas, y combinaciones de �estas.

1.1. Morfometr��a de Estructuras 3D

En los �ultimos a~nos la medicina ha sido invadida por avances tecnol�ogi-
cos que han cambiado de muchas maneras el ejercicio profesional. En par-
ticular, los recursos computacionales se han convertido enuna importante
herramienta en la toma de decisiones m�as acertadas acerca de la condici�on
del paciente y de su tratamiento. Algunos tipos de im�agenesm�edicas que
se emplean en la actualidad permiten obtener representaciones bidimensio-
nales y tridimensionales (conjuntos devoxeles1, mallas poligonales, modelos

1Volume elements. Los voxeles de una representaci�on 3D son equivalentes a los pixeles
de una imagen 2D.
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param�etricos, super�cies impl��citas, etc.) de las estructuras anat�omicas del
paciente, con lo cual los m�edicos pueden estudiarlas con m�as comodidad
y precisi�on, y diversos paquetes de software desarrollados en la actualidad
permiten simular, por ejemplo, los efectos a largo plazo de un tratamiento
o de una cirug��a. Muchas herramientas proporcionan medidas m�as precisas,
y son mucho m�as r�apidas para efectuar an�alisis complejos.

La morfometr��a o biometr��a, es decir, el estudio cuantita tivo de las
estructuras anat�omicas, es un elemento potencialmente importante en el
diagn�ostico, el pron�ostico y el seguimiento de la condici�on de un paciente.
Las mediciones sobre alg�un �organo, cuando se realizan, generalmente se ha-
cen de forma manual, por lo cual son vulnerables a errores en la medici�on,
y como consecuencia producen p�erdida en la precisi�on y en la con�abilidad
de la medida [27].

Existen paquetes de software que permiten realizar mediciones exactas
sobre super�cies lisas y sencillas; sin embargo, el realizar este tipo de me-
diciones en super�cies m�as complejas e intrincadas es m�asdif��cil, pues es
necesario considerar factores tales como el cambio en los �angulos, en las cur-
vaturas, etc. que determinan la precisi�on de las mediciones. Para resolver
este problema, una aproximaci�on posible es deformar la super�cie inicial de
forma que su geometr��a se simpli�que, y poder aplicar los algoritmos de
medici�on para super�cies sencillas. Sin embargo, el proceso de deformaci�on
de estas super�cies se puede hacer de diferentes maneras, tal como se pre-
sentar�a en los siguientes cap��tulos. Un elemento adicional que se considera
es la posibilidad de transformar una super�cie en otra, con el objetivo de
comparar las mediciones realizadas en cada una de ellas.

1.2. Morfometr��a Basada en Super�cies

Una vez obtenida una representaci�on simpli�cada de una super�cie 3D,
es importante revisar qu�e an�alisis pueden aplicarse sobre esta nueva super-
�cie. Una de las aplicaciones m�as comunes en la medicina sonlos estudios
morfom�etricos, es decir, la toma de medidas con el objeto decomparaci�on
con otros sujetos o con un atlas, o para observar los cambios producidos
durante la evoluci�on de la estructura anat�omica. Estas mediciones permiten
la detecci�on de tumores y otras enfermedades que afecten laforma de las
estructuras anat�omicas.

De acuerdo a la investigaci�on en morfometr��a realizada por Ashburner
[3], existen tres m�etodos morfom�etricos principales: la morfometr��a basa-
da en deformaciones, la morfometr��a basada en tensores y lamorfometr��a
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basada en voxeles. Cada m�etodo identi�ca elementos diferentes (diferencias
anat�omicas macrosc�opicas, diferencias estructurales en regiones y compo-
sici�on local, respectivamente) se aplican exclusivamente al cerebro y son
utilizados para comparaci�on entre pacientes.

1.2.1. Morfometr��a Basada en Voxeles

El m�etodo de morfometr��a basado en voxeles es consideradoel m�as simple
dentro de la neuroanatom��a computacional, �unicamente requiere una com-
paraci�on basada en voxeles de la concentraci�on local de materia gris entre
dos grupos de sujetos. Para que esta comparaci�on entregue resultados lo m�as
exactos posibles, se requiere una etapa de normalizaci�on espacial de todas
las im�agenes a un mismo espacio, luego se extrae de las im�agenes la parte
que corresponde a la materia gris y se aplica un �ltro de suavizado, con lo
cual pueden aplicarse an�alisis estad��sticos para localizar y hacer inferencias
acerca de las diferencias entre los grupos. El resultado obtenido es un mapa
param�etrico estad��stico (SPM, statistical parametric map) que muestra las
regiones donde la concentraci�on de materia gris di�ere de forma signi�cativa
entre los grupos.

1.2.2. Morfometr��a Basada en Deformaciones

La t�ecnica de morfometr��a basada en deformaciones caracteriza las di-
ferencias globales a nivel macrosc�opico (por ejemplo, cambios en el tama~no
de los �organos o asimetr��as) que complementan los resultados obtenidos con
la morfometr��a basada en voxeles, permitiendo as�� la comparaci�on de dife-
rencias tanto a nivel macrosc�opico como a nivel mesosc�opico (por ejemplo,
displasia2 de la corteza cerebral).

Inicialmente el m�etodo requiere la normalizaci�on espacial de todas las
im�agenes del conjunto de observaci�on. Esta normalizaci�on se lleva a cabo
utilizando una plantilla que servir�a como imagen de referencia, y luego para
cada imagen se genera un campo de vectores de deformaci�on que mapean
la imagen en la plantilla. Estos campos de deformaci�on son comparados por
medio de t�ecnicas estad��sticas multivariadas para estimar la naturaleza de
las diferencias y para hacer inferencias sobre ellas. El resultado obtenido con
esta t�ecnica es un valorp relacionado con la signi�cancia del efecto y uno o
m�as vectores can�onicos, o deformaciones, que caracterizan la naturaleza de
las diferencias.

2Transtorno del desarrollo de los tejidos que ocasiona malformaciones
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La morfometr��a basada en deformaciones generalmente requiere m�etodos
de registro no r��gido de im�agenes, para realizar an�alisis de las relaciones
espaciales entre estructuras anat�omicas [70]. De esta manera, esta t�ecnica
puede ser aplicada para detectar cambios volum�etricos en las super�cies [15],
utilizando el Jacobiano del campo de deformaciones. Este m�etodo presenta
dos ventajas principales sobre la manera tradicional de medici�on de cambios
en el volumen (volumetr��a basada en im�agenes de resonancia magn�etica):

No requiere de un conocimientoa priori de la regi�on de inter�es para
realizar los an�alisis morfom�etricos

Incrementa la capacidad de detecci�on de las regiones con cambios en
el volumen dentro de los l��mites de precisi�on del algoritmo de registro

1.2.3. Morfometr��a Basada en Tensores

Con la utilizaci�on de los m�etodos de morfometr��a basados en tensores3,
se persigue localizar regiones que involucren cambios en laforma de las su-
per�cies entre grupos de im�agenes, utilizando los campos de deformaci�on
calculados con la morfometr��a basada en deformaciones. Para analizar las
formas locales, se utiliza la matriz Jacobiana del campo de deformaci�on,
que constituye el tensor de segundo orden relativo a las derivadas espacia-
les de la transformaci�on, y contiene informaci�on acerca de los estiramientos
(stretching), deformaci�on lateral ( shearing) y rotaciones aplicadas en la de-
formaci�on.

Una forma simple de esta t�ecnica constituye en comparar losvol�umenes
relativos de diferentes estructuras cerebrales, donde cada volumen se obtiene
tomando el determinante de la matriz Jacobiana en cada punto. Utilizando
t�ecnicas estad��sticas univariadas, es posible conocer si hay un aumento o
disminuci�on en el volumen.

Otra forma m�as potente de la morformetr��a basada en tensores es uti-
lizada cuando es necesario analizar muchos sujetos en un mismo estudio.
Extrayendo medidas de forma (como �areas, longitudes y vol�umenes) de la
matriz Jacobiana, y utilizando t�ecnicas estad��sticas multivariadas, es posible
conocer si existen variaciones en las formas a lo largo de todo el estudio.

3Cierta clase de entidad geom�etrica, que generaliza los conceptos de escalar, vector
y matriz de manera que sea independiente de cualquier sistema de coordenadas elegido.
Wikipedia
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1.3. Caracterizaci�on de las Medidas Morfom�etri-
cas

Las medidas morfom�etricas b�asicas que se pueden tomar sobre la super-
�cie incluyen longitudes o distancias, �areas, �angulos, curvaturas, grosor, etc.
Es necesario resaltar que la caracter��stica m�as importante que deben poseer
los m�etodos de deformaci�on de super�cies es que la nueva representaci�on
simpli�cada preserve la mayor��a de las m�etricas de la super�cie 3D original,
pues de otra forma no tendr��a gran aplicaci�on. La super�ci e puede estar
representada por una malla de triangulaci�on, por voxeles,o por alguna otra
estructura; y los m�etodos de medici�on suelen ser dependientes del tipo de
estructura que se utilice.

En modelos poligonales, por ejemplo, una aproximaci�on a ladistancia
entre dos puntos puede encontrarse sumando los valores de las aristas que los
conectan; de forma similar el �area de una regi�on puede encontrarse sumando
las �areas de los pol��gonos que se encuentran en ella. El problema se presenta
cuando se requiere que estas �areas y distancias sean lo m�asexactas posibles,
lo que requiere de�nir rutas que no caen totalmente sobre lasaristas del
modelo.

1.4. Aplicaciones en Morfometr��a de Super�cies

Entre algunos desarrollos relacionados con este campo se encuentra la
estimaci�on de �areas basada en voxeles, presentada por Windreich et al. [88].
El m�etodo requiere dos pasos: detectar y delimitar la regi�on de inter�es y
luego estimar el �area de la regi�on. El usuario debe indicaralgunos puntos
que indican la regi�on de inter�es, los cuales son conectados de acuerdo a la
ruta m�as corta para delimitar la regi�on. Luego, se aplica el estimador de �area
de Mullikin & Verbeek para aproximar el �area de la regi�on. N �otese que el
estimar la ruta m�as corta entre cada par de puntos permite calcular tambi�en
distancias entre �estos y podr��a obtenerse tambi�en el per��metro de la regi�on
de inter�es.

Otro trabajo relacionado es presentado por Chunget al. [16], quien in-
troduce una aproximaci�on estad��stica para realizar morfometr��a basada en
super�cies de la corteza cerebral. El c�alculo de las medidas consideradas
en este trabajo est�a basado en el tensor m�etrico de Riemann, el cual per-
mite medir longitudes, �areas y �angulos, y cuyo diferencial permite estimar
cambios en el �area y en la curvatura de la super�cie. Esta aproximaci�on no
requiere la de�nici�on de una regi�on de inter�es.
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1.5. Estructura del Documento

Este documento presenta el planteamiento de algunos modelos para de-
formaci�on de super�cies 3D sujetos a la restricci�on de preservar lo m�as
posible medidas tales como �areas y curvaturas, que faciliten los an�alisis
morfom�etricos sobre estructuras anat�omicas. A manera deintroducci�on y
contextualizaci�on, en el Cap��tulo 2 se presentan los elementos y m�eto-
dos matem�aticos necesarios para la comprensi�on de los t�opicos relacionados
con deformaci�on de super�cies. A continuaci�on, el Cap��tulo 3 recopila los
m�etodos m�as representativos utilizados para la deformaci�on de super�cies
3D, clasi�c�andolos en cuatro grandes grupos: m�etodos para aplanar (Secci�on
3.2), m�etodos para suavizar (Secci�on 3.3), m�etodos de mapeo (Secci�on3.4)
y m�etodos de metamorfosis entre super�cies (Secci�on3.5). Tambi�en incluye
las aplicaciones m�as relevantes de estos m�etodos en la Secci�on 3.6.

Una vez introducido el problema a tratar, y los trabajos recientes en el
�area, en el Cap��tulo 4 se presentan de manera m�as detallada algunos mode-
los planteados para deformaci�on de super�cies con preservaci�on de m�etricas.
La contribuci�on particular de este trabajo es presentada en los Cap��tulos
5 y 6, donde se describen los fundamentos f��sicos y se detalla elmodelo pro-
puesto para la deformaci�on de super�cies tridimensionales con preservaci�on
local de m�etricas.

Los modelos planteados deben combinarse con una aplicaci�on que provea
la visualizaci�on de las estructuras 3D, y el c�alculo de �areas y longitudes sobre
estas representaciones. ElCap��tulo 7 describe la integraci�on del modelo de
deformaci�on en una aplicaci�on prototipo para visualizaci�on y medici�on. Por
�ultimo, el Cap��tulo 8 recopila las reexiones sobre el trabajo realizado y
delinea las posibles l��neas de trabajo por explotar.
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Cap��tulo 2

Elementos Matem�aticos

La comprensi�on de los conceptos relacionados con deformaci�on de super-
�cies requiere de algunos fundamentos matem�aticos en geometr��a diferencial
y ecuaciones diferenciales parciales. El presente Cap��tulo aporta la termino-
log��a necesaria para la comprensi�on de los t�opicos relacionados con defor-
maci�on de super�cies, presentando las nociones de curvatura, operador de
Laplace-Beltrami, mapeo conforme, elementos �nitos ylevel sets, conceptos
que se mencionar�an en cap��tulos posteriores.

Los conceptos presentados en este Cap��tulo fueron tomadosde las si-
guientes fuentes:

Di�erential Geometry of Curves and Surfaces, Manfredo P. DoCarmo.
Prentice-Hall, 1976.

Geometric Partial Di�erential Equations and Image Analysi s, Guiller-
mo Sapiro. Cambridge University Press, 2001.

Di�erential Geometry , Heinrich W. Guggenheimer. McGraw-Hill Book
Company, 1963.

Theory and Problems of Di�erential Geometry, Martin M. Lipschutz.
Schaum's Outline Series, McGraw-Hill, 1969.

Level Set Methods and Fast Marching Methods: Evolving Interfaces
in Computational Geometry, Fluid Mechanics, Computer Vision, and
Materials Science, J. A. Sethian. Cambridge University Press, 1999.

Introduction aux �El�ements Finis , V. Legat. Universit�e Catholique de
Louvain, Notes du cours MECA2120, 2004.
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2.1. Curvas

La geometr��a diferencial de curvas y super�cies comprendedos aspectos
principales: la geometr��a diferencial cl�asica y la geometr��a diferencial glo-
bal. El aspecto cl�asico comprende el estudio de las propiedades locales de
las curvas y super�cies, donde estas propiedades �unicamente dependen del
comportamiento de la curva o super�cie en el vecindario de unpunto. El
aspecto global estudia la inuencia de las propiedades locales en el compor-
tamiento de la curva o super�cie completa.

Por una representaci�on regular param�etrica se entiende una funci�on vec-
torial

x = x(p); p 2 I

de p en un intervalo I que satisface las siguientes propiedades

1. x(p) es de claseCk 2 I (es decir, tiene derivadas continuas dek-�esimo
orden)

2. x0(p) 6= 0 para todo p 2 I

La variable p es llamada el par�ametro de la representaci�on.
Un cambio de par�ametro permisible de claseCk es cualquier funci�on Ck

� : J ! I , dondeJ es un intervalo y � (J ) � I , que satisface� 0(� ) 6= 0, para
todo � 2 J .

Dos representaciones regulares param�etricasf y g de claseCk son equi-
valentes si y s�olo si existe un cambio de par�ametro permisible � de manera
que � (I g) = I f y g(� ) = f (� (� )) para todo � 2 I g.

Una curva plana, que puede representar la frontera de un objeto plano,
est�a de�nida como un mapeo de la l��nea real en el plano real:

C(p) : [a; b] 2 R ! R2

donde p corresponde al par�ametro de la curva. Con esta de�nici�on, para
cada valor p0 2 [a; b] se obtiene un puntoC(p0) = [ x(p0); y(p0)] en el plano.
Una curva regular C de claseCk es de�nida tambi�en como una clase de
equivalencia de representaciones regulares param�etricas de claseCk . Una
representaci�on x = x(p) determina de manera �unica una curvaCque consiste
de todas las representaciones relacionadas a ella por un cambio de par�ametro
permisible.

9



2.1.1. Longitud de Arco

El par�ametro p, el cual es arbitrario, permite describir la velocidad a la
cual se mueve la curva. Esta velocidad est�a de�nida por elvector tangente:

@C
@p

Es posible plantear una nueva parametrizaci�on, la cual se denominalongitud
de arco Euclidiana s, de manera que el vector tangente sea siempre un vector
unitario �

�
�
�
@C
@p

�
�
�
� = 1

(siendo j � j la distancia Euclidiana cl�asica). Con esta nueva parametrizaci�on,
la curva ya no est�a de�nida dentro del intervalo [ a; b], sino dentro de un
nuevo intervalo [0; L ], donde L corresponde a la longitud Euclidiana de la
curva. La longitud de arco se obtiene por medio de la relaci�on

dC
ds

=
dC
dp

dp
ds

)
ds
dp

=

" �
dx
dp

� 2

+
�

dy
dp

� 2
#1=2

Dado el par�ametro p 2 I f = [ a; b], la longitud de arco de una curva
regular C de�nida por la representaci�on regular param�etrica f est�a de�nida
por

L =
Z b

a
jf 0(p)j dp

donde, en t�erminos de la base est�andarR3, f (p) = ( f 1(p); f 2(p); f 3(p)), y

jf 0(p)j =
q

(f 0
1(p))2 + ( f 0

2(p))2 + ( f 0
3(p))2

Una vez de�nida la longitud de arco, es posible calcular la longitud Eu-
clidiana de una curva descrita entre los puntosC(p0) y C(p1) de la siguiente
manera:

L (p0; p1) =
Z p1

p0

" �
dx
dp

� 2

+
�

dy
dp

� 2
#1=2

dp =
Z s(p1)

s(p0)
dp
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2.1.2. Curvatura Euclidiana

Con la nueva parametrizaci�on, el producto interno del vector tangente
(que de ahora en adelante se denotar�a porCs) consigo mismo es constante:

hCs; Csi = 1

De manera que, al derivar esa expresi�on con respecto as, se encuentra que

hCs; Cssi = 0

Esto indica que la primera y segunda derivadas de la curva conrespecto
al par�ametro s son vectores perpendiculares entre s��. Dado que el vector
tangente tiene longitud unitaria, la norma de la segunda derivada jCssj estima
la medida de la rapidez con que la curva se desv��a de la l��neatangente en
s. De esta forma, la curvatura Euclidiana puede ser de�nida como el valor
absoluto del vector normal Css

� := jCssj

El vector unitario en direcci�on tangente se denota por ~T , de la misma
forma el vector unitario en direcci�on normal se denota por ~N . As��, se pueden
reescribir las expresiones para la primera y segunda derivadas, as��:

dC
ds

= ~T

d2C
ds2 = � ~N

Y con estas expresiones es posible obtener lasecuaciones de Frenet:

d~T
ds

= � ~N

d ~N
ds

= � � ~T

Cuando la curva est�a descrita de manera impl��cita, como el level set de
una funci�on bidimensional u(x; y) : R2 ! R:

C � f (x; y) : u(x; y) = 0 g

la curvatura est�a descrita por la siguiente f�ormula:

� =
uxx u2

y � 2uxuyuxy + uyyu2
x

(u2
x + u2

y)3=2

La cual se obtiene aplicando los siguientes enunciados:
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1. Tanto la normal unitaria ~N como la tangente unitaria ~T son perpen-
diculares a loslevel sets, y

~N = +( � )
r u
jr uj

2. Si ~N = ( n1; n2), entonces� = d n1=dx + d n2=dy

2.1.3. Representaci�on de Curvas por Medio de la Curvatura

El Teorema Fundamental de la Teor��a Local de Curvas dice que:

Teorema 1 Dada una funci�on diferencial � (s) > 0, existe una curva para-
metrizada regular C : [a; b] 2 R ! R2, donde s es la longitud de arco y� (s)
la curvatura de C. Adem�as, cualquier otra curva �C que satisfaga las mismas
condiciones, di�ere de C por un movimiento r��gido.

De esta forma, cualquier curva puede ser representada por sucurvatura
� (s) como funci�on de la longitud de arco s. Adicionalmente, la curvatura
no cambia con todas las traslaciones y rotaciones que puedanaplicarse a la
misma curva, de manera que� (s) es invariante a los movimientos Euclidia-
nos.

2.1.4. Curvatura de Super�cies Bidimensionales

Consid�erese una super�cie bidimensionalS embebida enR3. Al intersec-
tar esta super�cie con un plano que contiene el vector normaln y un vector
tangente en un punto particular, se obtiene una curva plana,la cual tiene
una curvatura. Esta es denominada la curvatura normal� N (� ) (donde e�

es la direcci�on del vector tangente), y var��a de acuerdo a la escogencia del
vector tangente. El valor de la curvatura se toma como positivo si la curva
gira en la misma direcci�on de la normal de la super�cie, en otro caso se toma
como negativa.

Si se consideran todas las posibles curvaturas normales en un punto
dado, es posible determinar las curvaturas m�axima y m��nima, las cuales se
conocen como las curvaturas principales� 1 y � 2 (Figura 2.1). Las direcciones
de los vectores tangentes correspondientes a estas curvaturas normales se
denominan las direcciones principalese1 y e2.

La curvatura Gaussiana � G de una super�cie corresponde al producto
de las curvaturas principales (� G = � 1� 2). Determina si una curva es lo-
calmente convexa (cuando su curvatura Gaussiana es positiva) o localmente
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Figura 2.1: Visualizaci�on de las curvaturas principales (m�axima y m��nima)
en una super�cie cil��ndrica

c�oncava (cuando es negativa). Esta curvatura es una propiedad intr��nseca
de la super�cie, es decir, que su valor s�olo depende de la manera en que se
miden las distancias sobre la super�cie (m�etrica de Riemann). Entre algu-
nas super�cies con curvatura Gaussiana constante se encuentran el cono, el
cilindro, el plano, la pseudoesfera y la esfera.

La curvatura media � H de una super�cie es igual al promedio de las
curvaturas normales

� H =
1

2�

Z 2�

0
� N (� ) d�

Al expresar la curvatura normal en t�erminos de las curvaturas principales,
� N (� ) = � 1 cos2(� )+ � 2 sin2(� ), se obtiene que la curvatura media es igual al
promedio de las curvaturas principales:� H = � 1+ � 2

2 . Esta propiedad est�a re-
lacionada con la primera variaci�on del �area de la super�cie, en particular una
super�cie como una membrana de jab�on tiene curvatura mediacero y una
pompa de jab�on tiene curvatura media constante.

La curvatura Gaussiana� G y la curvatura media � H satisfacen la relaci�on
� 2

H � � G , y la igualdad se cumple �unicamente en puntos umbilicales1, dado
que � 2

H � � G = 1
4(� 1 � � 2)2.

1puntos de la super�cie donde la curvatura es la misma en cualquier direcci�on

13



2.2. Operador de Laplace-Beltrami

El operador de Laplace-Beltrami, o Laplaciano intr��nseco, es la genera-
lizaci�on del operador de Laplace para funciones de�nidas sobre super�cies
suaves o, de manera m�as general, sobre variadades de Riemann (Riemannian
y pseudo-Riemannian manifolds). Es una extensi�on natural del Laplaciano
que considera todas las derivadas intr��nsecas a la super�cie, de manera que
el operador de Laplace-Beltrami puede verse como la proyecci�on sobre una
super�cie S de la divergencia del gradiente 3D regular:

� S f = r S � (r Sf )

Como de�nici�on formal, consid�erese una super�cie S bidimensional, sua-
ve y dos veces diferenciable enR3. Una parametrizaci�on de S sobre un do-
minio planar D puede escribirse como

X (u) = f x1(u); x2(u); x3(u) : u = ( u1; u2) 2 Dg

SeaTpS el espacio tangente en cualquierp = X (u 2 S) de manera que las
derivadas parciales

X 1(u) = @u1 X (u)

X 2(u) = @u2 X (u)

forman una base enTp. Cualquier vector d� 2 TpS puede escribirse como
d� = du1X 1 + du2X 2 for algunas constantesdu1 y du2, y la longitud del
vector d� es

d� 2 � h d�; d� i =
X

i;j

gij dui duj

donde los productos puntogij = hX i ; X j i son llamados el tensor m�etrico
de Riemann. As��, el operador de Laplace-Beltrami � X correspondiente a la
parametrizaci�on X est�a de�nido como

� X F =
1

jgj1=2

2X

i;j =1

@
@ui

�
jgj1=2gij @F

@uj

�

2.3. Mapeo Conforme

Una de�nici�on dada por la teor��a de super�cies de Riemann a�rma que
una super�cie de genuscero (es decir, sin asas, hoyos, o intersecciones con-
sigo misma) puede ser mapeada de manera conforme en una esfera, de la
misma forma que cualquier porci�on local de la super�cie puede mapearse de
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manera conforme en un disco. El mapeo es conforme en el sentido en que
preserva �angulos. Es tambi�en biyectivo (sobreyectivo e inyectivo). De ma-
nera expl��cita, los coe�cientes de la primera forma fundamental2 (E; F; G)
son transformados como (�E; �F; �G ), con � dependiendo del punto en la
super�cie. Por esta raz�on, los mapeos conformes se describen com�unmente
como aquellos que mantienen las similaridades en lo peque~no (local).

Un mapeo continuow = f (z) de un dominio G en un espacio Euclidiano
n-dimensional (n � 2) es llamado conforme en un puntoz0 2 G si posee las
siguientes propiedades en ese punto:

Constancia de dilataci�on: signi�ca que la tasa j f (z)� f (z0 )j
jz� z0 j de la dis-

tancia entre las im�agenesf (z) y f (z0) de los puntos z y z0 tiende a
un l��mite de�nido k = k(z0; f ) mientras z tiende a z0 de una manera
arbitraria. El n�umero k es llamado el coe�ciente de dilataci�on enz0

para el mapeo dado

Preservaci�on de �angulos: indica que cualquier par de curvas continuas
l1; l2 2 G que se intersectan enz0 con un �angulo � (es decir, sus
tangentes enz0 forman un �angulo � ) tienen correspondencia con un
par de de curvas continuasL 1; L 2 que se intersectan con el mismo
�angulo � en f (z0)

Un mapeo continuo de un dominioG es llamado conforme si es conforme en
todos los puntos del dominio.

2.4. Elementos Finitos para Problemas El��pticos

2.4.1. La Ecuaci�on de Poisson

Un gran conjunto de problemas matem�aticos y f��sicos se reducen a resol-
ver una ecuaci�on de Poisson sobre un dominio abierto 
 en el plano (x; y),
teniendo en cuenta condiciones de frontera que pueden ser dedos tipos:
condiciones de Dirichlet sobre una parte de la frontera �D y condiciones
de Neumann a lo largo de la parte �N de la frontera (@
 = � D [ � N y
� D \ � N = ; ). Este problema puede escribirse de dos maneras diferentes:

2En geometr��a diferencial, la primera forma fundamental es el producto interno so-
bre el espacio tangente de una super�cie en el espacio Euclidiano 3D, que est�a inducida
can�onicamente a partir del producto punto en R3 . Permite el c�alculo de la curvatura y las
propiedades m�etricas de la super�cie (como longitudes y �a reas) en una manera consistente
con el espacio en el que �esta se encuentra de�nida.Wikipedia
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una formulaci�on fuerte, compuesta b�asicamente por ecuaciones en deriva-
das parciales; y una formulaci�on d�ebil o variacional, la cual es estrictamente
equivalente a un problema de minimizaci�on.

Formulaci�on Fuerte

La formulaci�on fuerte de un problema el��ptico con condiciones de frontera
puede plantearse como encontrar unu(x) 2 Us tal que:

r � (ar u) + f = 0 8x 2 


n � (ar u) = g 8x 2 � N

u = t 8x 2 � D

(2.1)

donde n = ( nx ; ny) representa la normal saliente de la curva � y a es un
par�ametro constante. Sobre la frontera � D , el valor de u es impuesto at,
mientras que sobre la frontera �N el valor del ujo n � (ar u) es impuesto al
valor de g.

Esta formulaci�on con condiciones de frontera puede modelar varios tipos
de problema:

La conducci�on del calor; dondea es la conductividad t�ermica, f una
fuente de calor yu la temperatura.

La transferencia de masa; dondea es la difusi�on y u la concentraci�on.

Una membrana el�astica en tensi�on; donde a es la tensi�on sobre la
membrana y f la fuerza lateral.

Formulaci�on D�ebil

Se de�ne, de manera aproximativa, un espacioÛ que contiene las fun-
ciones que se anulan sobre la frontera �D , y un espacioU que contiene las
funciones que satisfacen las condiciones de Dirichlet. A partir de la Ecuaci�on
2.1 se obtiene:

Z



û(r � (ar u) + f ) d
 = 0 ; 8û 2 Û

efectuando una integraci�on por partes
Z



r � (ûar u) d
 �

Z



(r û) � (ar u) d
 +

Z



ûf d 
 = 0 ; 8û 2 Û
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aplicando el teorema de la divergencia

Z

d

n � (ûar u) ds �

Z



(r û) � (ar u) d
 +

Z



ûf d 
 = 0 ; 8û 2 Û

en virtud de la de�nici�on de Û
Z

� N

û n � (ar u)
| {z }

g

ds �
Z



(r û) � (ar u) d
 +

Z



ûf d 
 = 0 ; 8û 2 Û

La formulaci�on d�ebil o variacional puede deducirse inmediatamente como
encontrar un u(x) 2 U tal que:

Z



(r û) � (ar u) d


| {z }
a(û;u )

=
Z



ûf d 
 +

Z

� N

ûg ds
| {z }

b(û)

; 8û 2 Û (2.2)

esta formulaci�on es completamente equivalente a un problema de minimiza-
ci�on de�nido como encontrar un u(x) 2 U tal que:

J (u) = m��n
v2U

�
1
2

a(v; v) � b(v)
�

| {z }
J (v)

(2.3)

2.4.2. M�etodo de Elementos Finitos

A excepci�on de un n�umero de casos particulares, encontrarla soluci�on
exacta de un problema en derivadas parciales desde la formulaci�on fuerte o
d�ebil es en general imposible. En estos casos lo que se buscaes aplicar un
m�etodo num�erico para encontrar una aproximaci�on uh de la soluci�on exacta
u.

El m�etodo de elementos �nitos consiste en escribir esta aproximaci�on de
la siguiente manera:

uh(x) =
nX

j =1

Uj � j (x) (2.4)

donde Uj son los valores nodales desconocidos y� j las funciones de forma
especi�cadas a priori y que pertenecen al espacioU. Las posibles aproxi-
maciones pertenecen a un sub-espacio de aproximaci�on o espacio discreto
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Uh � U . La mayor��a de las funciones de forma utilizadas est�an asociadas a
un punto particular del espacio X i y satisfacen la siguiente propiedad:

� j (X i ) = � ij (2.5)

donde � ij es la Delta de Kronecker (� ij = 1 si i = j y 0 en otro caso). De
esto se deduce que los valores nodales pueden ser vistos comolos valores de
la aproximaci�on en X i

uh(X i ) =
nX

j =1

Uj � j (X i )

uh(X i ) =
nX

j =1

Uj � ij

uh(X i ) = Ui

Los Elementos Finitos como un M�etodo Variacional

Como Uh se ha introducido como un sub-espacio deU, una manera
natural de obtener lasUi es exigiendo encontrar unuh(x) 2 Uh tal que

Z



(r ûh) � (ar uh) d


| {z }
a(ûh ;uh )

=
Z



ûh f d 
 +

Z

� N

ûhg ds
| {z }

b(ûh )

; 8ûh 2 Ûh (2.6)

o, de manera estrictamente equivalente, encontrar unuh(x) 2 Uh tal que

J (uh) = m��n
vh 2U h

�
1
2

a(vh ; vh) � b(vh)
�

| {z }
J (vh )

(2.7)

El problema planteado por la Ecuaci�on 2.6 es conocido como elm�eto-
do de Galerkin, mientras que la formulaci�on en t�erminos de minimizaci�o n
de la Ecuaci�on 2.7 se denominam�etodo de Ritz. En general, ambos proble-
mas pueden denominarse la formulaci�on discreta. Esta formulaci�on discreta
corresponde a un sistema lineal den ecuaciones conn inc�ognitas. Para ob-
tener las ecuaciones algebraicas que proveen los valores nodales, basta con
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sustituir uh en la expresi�on del funcional J (uh)

J (uh) =
1
2

Z



(r uh) � (r uh) d
 �

Z



fu h d


J (uh) =
1
2

Z




 
nX

i =1

Ui r � i

!

�

0

@
nX

j =1

Uj r � j

1

A d
 �
Z



f

 
nX

i =1

Ui � i

!

d


J (uh) =
1
2

nX

i =1

nX

j =1

Ui Uj

Z



(r � i ) � (r � j ) d
 �

nX

i =1

Ui

Z



f � i d


J (uh) =
1
2

nX

i =1

nX

j =1

Ui Uj A ij �
nX

i =1

Ui B i

donde la matriz A ij y el vector B i est�an de�nidos por

A ij =
Z



(r � i ) � (r � j ) d


B i =
Z



f � i d


El m��nimo del funcional se obtiene como

0 =
@J(uh)

@Ui
=

nX

j =1

A ij Uj � B i ; i = 1 ; : : : ; n (2.8)

Los Elementos Finitos como un M�etodo de Residuos Ponderado s

Si los espaciosU y Uh son rede�nidos para contener aquellas soluciones
que satisfacen las condiciones de Dirichlet, los elementosdeUh no satisfar��an
completamente la Ecuaci�on 2.1, sino que dejar��an lugar a un residuo

r h = r � (ar uh) + f (2.9)

El m�etodo de residuos ponderados consiste en evaluar los valores nodales
a �n de minimizar el residuo de alguna manera. Entre las formas de realizar
esta minimizaci�on, se encuentran:

La t�ecnica de colocaci�on, que impone la anulaci�on del residuo en los
nodos

r h(X i ) = 0 ; i = 1 ; : : : ; n
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La t�ecnica de Galerkin, que consiste en anular en promedio el producto
de los residuos con las funciones de forma

Z



� i r h d
 = 0 ; i = 1 ; : : : ; n (2.10)

La escogencia de una de estas t�ecnicas tiene una fuerte inuencia sobre la
precisi�on y la con�abilidad de la aproximaci�on producida . Partiendo de la
Ecuaci�on 2.10 (con i variando siempre entre 1 yn), se obtiene

Z



� i r h d
 = 0

en virtud de la de�nici�on de r h

Z



� i (r � (ar uh)) d
 +

Z



� i f d 
 = 0

efectuando una integraci�on por partes

�
Z



(r � i ) � (ar uh) d
 +

Z



r � (� i ar uh) d
 +

Z



� i f d 
 = 0

aplicando el teorema de la divergencia

�
Z



(r � i ) � (ar uh) d
 +

Z

d

n � (� i ar uh) ds +

Z



� i f d 
 = 0

de acuerdo a la de�nici�on de Uh

�
Z



(r � i ) � (ar uh) d
 +

Z

� N

� i n � (ar uh)
| {z }

� g

ds +
Z



� i f d 
 = 0

por de�nici�on de uh

nX

j =1

Z



(r � i ) � (ar uh) d


| {z }
A ij

Uj � (
Z

� N

� i g ds+
Z



� i f d 
)

| {z }
B i

= 0
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donde la matriz A ij (llamada matriz de rigidez) y el vector B i (llamado
vector de fuerzas nodales) est�an de�nidos por

A ij =
Z



(r � i ) � (r � j ) d


B i =
Z



f � i d
 +

Z

� N

� i g ds

Finalmente, se obtiene el sistema algebraico que de�ne la formulaci�on
discreta: Encontrar Uj 2 R n tal que

nX

j =1

A ij Uj = B i ; i = 1 ; : : : ; n (2.11)

2.5. Level Sets

El level seto conjunto de nivel de una funci�on diferenciablef correspon-
diente al valor real c es el conjunto de puntos

f (x1; : : : ; xn ) 2 Rn : (x1; : : : ; xn ) = cg

Esto quiere decir que corresponde al conjunto de valores donde la funci�on f
toma el valor constante c.

Si el n�umero de variables es dos (n = 2), el conjunto de nivel es una
curva plana conocida comocurva de nivel o l��nea de contorno. Si n = 3 el
level set es una super�cie conocida comosuper�cie de nivel, y para valores
m�as grandes den el conjunto de nivel corresponde a unahipersuper�cie de
nivel.

Una curva de nivel es conocida tambi�en como unacurva impl��cita , re-
calcando el hecho de que la curva est�a de�nida por una funci�on impl��cita.
Tambi�en es utilizado el nombre isocontorno, que representa un contorno de
igual ancho. De manera an�aloga, una super�cie de nivel es conocida tambi�en
como unasuper�cie impl��cita o una isosuper�cie.

Los m�etodos de level setscorresponden a t�ecnicas num�ericas dise~nadas
para rastrear o seguir la evoluci�on de curvas entre dos regiones diferentes.
En la aproximaci�on por conjuntos de nivel, se toma la curva original y se
construye una super�cie que la contiene, que generalmente tiene forma c�oni-
ca, como se ilustra en la Figura2.2. Esta super�cie tiene la propiedad de
intersectar al eje x y exactamente en la posici�on en la que est�a ubicada la
curva. La funci�on level set toma como entrada cualquier punto en el plano
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y retorna su altura, es decir, su posici�on en la super�cie. La curva original
corresponde allevel set cero, puesto que corresponde al conjunto de todos
los puntos que tienen altura cero.

Figura 2.2: Esquematizaci�on de la funci�on level set. A la izquierda, la curva
original, de�nida en el plano x y. A la derecha, la funci�on level set, donde la
curva es el resultado de la intersecci�on de la super�cie conel plano x y.
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Cap��tulo 3

Deformaci�on de Super�cies

En este Cap��tulo se presentan de manera did�actica los modelos m�as
usados para deformar super�cies tridimensionales obtenidas a partir de pilas
de im�agenes m�edicas. Estos modelos permiten simpli�car una geometr��a
compleja por medio de alguna manipulaci�on matem�atica de la super�cie, con
el objetivo de facilitar la realizaci�on de estudios de anatom��a comparativa
en �organos complejos y sobre grandes vol�umenes de poblaci�on.

El contenido de este Cap��tulo fue publicado como art��culo en la Revista
MED de la Universidad Militar Nueva Granada, con el t��tulo \ Morfometr��a
de Super�cies Complejas Usando Deformaciones no-Param�etricas" [71].

3.1. Introducci�on

El problema de obtener una representaci�on plana de una super�cie cur-
va, como por ejemplo una esfera, fue estudiado por Gauss hacia 1828, quien
lo consider�o un problema sin soluci�on exacta debido a la diferencia entre
las curvaturas Gaussianas de la super�cie curvada y su representaci�on en el
plano. Sin embargo, hacia 1989, empezaron a publicarse las primeras solucio-
nes aproximadas de este problema. La investigaci�on en estecampo contin�ua
con mejores aproximaciones planares de las super�cies 3D, mientras se han
explorado otras posibilidades tales como suavizar la geometr��a de la super�-
cie u obtener un mapeo entre los puntos de la super�cie y otra m�as simple.

Los trabajos realizados por David Van Essenet al. [11, 21, 22, 24, 20, 45,
23, 38] y Bruce Fischl et al. [30, 18, 29, 28], aunque est�an enfocados hacia el
estudio de la corteza cerebral, constituyen un buen ejemploy son actualmen-
te una referencia de los trabajos que se pueden realizar con los modelos de
deformaci�on basados en super�cies. Sus art��culos presentan desarrollos muy
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completos acerca de los tres tipos de modelos que se presentar�an aqu�� (apla-
namiento, suavizado y mapeo). Del mismo modo, se han elaborado herra-
mientas de software, comoSureFit 1, Caret 2 y SuMS3, rese~nadas en [23],
las cuales permiten al usuario realizar diversos an�alisissobre super�cies de
la corteza cerebral y aplicar operaciones como suavizado, transformaciones
geom�etricas, proyecciones, aplanado y otras deformaciones.

Figura 3.1: Clasi�caci�on somera de los m�etodos para deformar super�cies

Los modelos para deformar super�cies, rese~nados en la literatura m�as
reciente pueden ser clasi�cados en cuatro grandes grupos, como lo muestra
la Figura 3.1. Los modelos que aplanan una super�cie buscan obtener una
representaci�on en el plano Euclidiano de la super�cie 3D, insertando si es
necesario l��neas de corte que mejoren la proyecci�on. Con los modelos que
suavizan la geometr��a de la super�cie se obtiene una representaci�on alisa-
da, que conserva la forma b�asica pero elimina los picos y valles demasiados
pronunciados. Con la aplicaci�on de los m�etodos de mapeo desuper�cies se
busca proyectar los puntos de la super�cie 3D en otra de geometr��a m�as sim-
ple (como una esfera). Por �ultimo, con los m�etodos de metamorfosis entre
super�cies se busca la transformaci�on que permite deformar una super�-
cie en otra y las super�cies correspondientes a los pasos intermedios de la
transformaci�on.

1http://brainvis.wustl.edu/resources/surefitnew.html
2http://brainmap.wustl.edu/resources/caretnew.html
3http://sumsdb.wustl.edu:8081/sums/index.jsp
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3.2. Aplanar una Super�cie

Este es el primer problema que se consider�o en deformaci�onde super�-
cies, dada su similaridad con el problema de elaborar mapas,cuyo objetivo
es el de obtener representaciones planas de una super�cie curvada. La canti-
dad de puntos de la super�cie original se conserva en la representaci�on en el
plano, pero las distancias, �angulos y �areas se afectan signi�cativamente entre
m�as compleja y curva sea la super�cie. En esas situaciones se utilizan las
l��neas de corte, que ayudan a corregir un poco la distorsi�on en las m�etricas.
En la Figura 3.2 se presenta el resultado obtenido al aplicar un m�etodo para
aplanar la super�cie. En este caso particular, es necesarioinsertar una l��nea
de corte en la super�cie para lograr una representaci�on plana de la super�cie
inicial.

Figura 3.2: Esquematizaci�on del proceso de aplanado de unasuper�cie 3D.
Se introduce una l��nea de corte y los tri�angulos son desplegados hasta obtener
una representaci�on en el plano.

La soluci�on al problema de elaborar mapas presentada en [74] puede
considerarse una aproximaci�on muy primitiva pero v�alida por ser la pione-
ra. B�asicamente, se presentan los lineamientos de un algoritmo que permite
alisar super�cies no convexas, el cual se basa en calcular una matriz con
las distancias entre los puntos de la super�cie curva; luego, se determina un
conjunto de puntos en el plano cuya matriz de distancias se ajuste a la cal-
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culada para la super�cie inicial, usando el m�etodo del descenso del gradiente
de Newton-Raphson y el algoritmo para calcular las distancias m��nimas pre-
sentado en [89]. Junto con otros ajustes (como la cantidad de vecinos que
se eval�uan), la representaci�on plana obtenida representa adecuadamente la
forma alisada de la super�cie original.

M�as recientemente, se han presentado diferentes aproximaciones que re-
suelven de la forma m�as exacta posible el problema de aplanar una super�cie:

Parametrizaci�on: Floater presenta en [31] el desarrollo matem�atico
necesario para elaborar una parametrizaci�on para una super�cie de
triangulaci�on de forma que la imagen obtenida sea una representaci�on
plana de esta super�cie. B�asicamente se hace una consideraci�on sobre
los vecinos en cada punto y se desarrollan tres diferentes parametri-
zaciones: uniforme, m��nimos cuadrados ponderados y preservaci�on de
la forma, las cuales son comparadas al �nal para determinar la mejor
aproximaci�on.

Circle Packings : El m�etodo de Circle Packings (empaquetar c��rcu-
los) fue presentado inicialmente por Hurdalet al. en [42], y luego reto-
mado y rede�nido en [41] por los mismos autores. Aunque es un m�etodo
que no preserva totalmente las m�etricas, se considera una aproximaci�on
discreta que permite generar representaciones planas de lasuper�cie
en el plano euclidiano y en el plano hiperb�olico. Se trabajasobre una
malla de triangulaci�on, se colocan c��rculos con centro encada v�ertice
de la malla, y el radio del c��rculo se va ajustando de acuerdoa una
condici�on sobre la suma de los �angulos que se pueden construir en cada
v�ertice. Tambi�en se elabor�o un paquete de software, CirclePack 4, que
implementa este m�etodo.

Basada en voxeles: Dado que la representaci�on general de las super-
�cies 3D est�a basada en voxeles, Grossmannet al. [33] desarrollaron
un m�etodo directo que opera sobre los voxeles de la super�cie, el cual
requiere de dos pasos: el c�alculo de las distancias geod�esicas m��nimas
entre los voxeles, y la b�usqueda de una con�guraci�on de puntos en 2D
cuyas distancias euclidianas aproximen lo m�as posible lasdistancias
geod�esicas entre los voxeles. El m�etodo es r�apido pues norequiere el
c�alculo de una super�cie de triangulaci�on y conserva de forma aproxi-
mada las m�etricas globales.

4http://www.math.utk.edu/~kens/DownLoad.html
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Spring-Mass : El m�etodo presentado por Wang et al. en [84] se enfoca
en la aplicaci�on de un modelospring-mass (masas y conexiones) que
se rige principalmente por la minimizaci�on de una funci�on de energ��a
y por t�erminos que indican la precisi�on en la forma y en el �area. Es
un m�etodo relativamente r�apido y generalmente requiere de pocas ite-
raciones para obtener buenos resultados. El modelospring-mass es
retomado y modi�cado por Li et al. en [56], incluyendo, adem�as de
las conexiones de tensi�on del modelo original, conexionescruzadas que
minimizan la distorsi�on de la representaci�on resultante. La super�cie
se divide en cintas de tri�angulos que se van aplanando una a una, y
para eliminar las posibles superposiciones de tri�angulosse considera
la energ��a global de relajaci�on, un procedimiento local de correcci�on y
algunas restricciones en la evoluci�on.

Woven mesh : El m�etodo m�as reciente, presentado por Wang et al.
en [83], se basa en la construcci�on de una malla entrecruzada (woven
mesh), utilizando dos tipos de mapeo: el de nodos de tensi�on, queva
adicionando los nodos sobre dos rutas perpendiculares en lasuper�cie;
y el mapeo diagonal de nodos, que agrega los nodos ubicados enlos
cuadrantes. Luego se minimiza una funci�on de energ��a que mide las
deformaciones de longitud y �area entre los nodos en la super�cie y
los nodos en la representaci�on planar, lo que permite establecer una
parametrizaci�on entre todos los puntos de cada una de las super�cies.

Un elemento adicional que se considera en los modelos para aplanar
una super�cie 3D, es el de l��neas de corte en una super�cie con complejidad
geom�etrica alta para garantizar que la representaci�on plana corresponder�a de
mejor forma con la super�cie inicial. En algunas aproximaciones iniciales,
estas l��neas de corte las pod��a estimar el usuario de formamanual. Ya m�as
recientemente, Wanget al. presentan en [85] un m�etodo para automatizar
esta labor, el cual eval�ua en cada punto de la malla de triangulaci�on la
curvatura Gaussiana, y la utiliza como criterio para establecer la cantidad y
longitud de las l��neas de corte que deben aplicarse a la super�cie. El proceso
de aplanado se realiza por medio de un modelospring-mass modi�cado.

3.3. Alisar o Suavizar una Super�cie

El proceso de suavizado puede generar una super�cie con menos pun-
tos, con lo que se reduce el espacio en disco que ocupa la representaci�on y
el tiempo de procesamiento de la misma. En la Figura3.3 se presenta el
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resultado de alisar una representaci�on 3D del tallo cerebral.

Figura 3.3: Proceso de simpli�caci�on o alisado de una super�cie 3D

Algunas de las aproximaciones m�as relevantes en este campose presentan
a continuaci�on:

Parametrizaciones: Un m�etodo de suavizado utilizando parametri-
zaciones relacionadas con multirresoluci�on de mallas es presentado por
Leeet al. en [52]. La idea b�asica es simpli�car la malla de triangulaci�on
de forma iterativa utilizando mapas conformes, de forma quese esta-
blezca una jerarqu��a, y luego cada punto de la malla inicialse asocia
con cada una de las diferentes resoluciones. Es una soluci�on r�apida y
no restringe la topolog��a de la malla.
En [76], She�er et al. se concentran en una parametrizaci�on que �uni-
camente tiene en cuenta la preservaci�on de los �angulos. Suargumento
es que para preservar las caracter��sticas m�etricas �unicamente se nece-
sita que se mantenga el valor de los �angulos en cada iteraci�on de la
evoluci�on de la super�cie. Plantean un problema de minimizaci�on en
t�ermino de los �angulos con restricciones que se van modi�cando si se
observa que se generan intersecciones en la frontera. Tambi�en puede
aplicarse para generar m�ultiples resoluciones de la mallainicial.
Un tercer ejemplo de parametrizaci�on es introducido por Khodakovsky
et al. en [49]. El proceso se basa en dividir la super�cie en regiones
triangulares y luego, para cada una de �estas, calcular el mapeo en el
dominio de par�ametros, cuya base es generada con la simpli�caci�on de
la malla original por eliminaci�on de v�ertices. El proceso considera la
calidad de los tri�angulos y la distorsi�on m�etrica.

Level sets : Hermosillo et al. presentan una aproximaci�on al proble-
ma de suavizado empleandolevel setsen [39]. Se consideran las carac-
ter��sticas que gobiernan el movimiento de la super�cie de acuerdo a
su curvatura media, en los casos de la preservaci�on del �area y la pre-
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servaci�on del volumen; las cuales se integran a la formulaci�on de level
sets que aproxima estos movimientos. Adicionalmente, se determinan
las condiciones que permiten mantener la correspondencia entre los
puntos a lo largo de la evoluci�on de la super�cie.
La combinaci�on de los modelos delevel setsy la t�ecnica de difusi�on
anisotr�opica para el suavizado de super�cies es presentado por Tasdi-
zen et al. en [79]. Se utilizan level setscon ujos de cuarto nivel, uno
de los cuales es la difusi�on anisotr�opica, representadoscon ecuaciones
diferenciales parciales. El proceso consiste en resolver la difusi�on an-
isotr�opica en el mapa normal de la super�cie, y luego la super�cie se
deforma aplicando loslevel sets hasta que se ajusta a las normales
suavizadas. Se aplican conceptos de minimizaci�on del mapanormal de
energ��a y reajuste de la super�cie.

Estimaci�on de la velocidad: Pons et al. se enfocan en la preser-
vaci�on del �area al suavizar una super�cie en [67]. Su enfoque se basa
en tomar un movimiento normal, dado por el usuario y el cual ge-
neralmente se basa en la curvatura media, y construir a partir de �el
una velocidad tangencial apropiada que preserve el �area a medida que
evoluciona la super�cie. El m�etodo puede aplicarse en super�cies de
triangulaci�on y en level sets, pero �unicamente se presentan resultados
con la implementaci�on en level sets.

L��neas de cresta: En [77], Stylianou et al. presentan la utilizaci�on de
l��neas de cresta para suavizar una super�cie. El objetivo de establecer
las l��neas de cresta es que permiten particionar la super�cie creando
un diagrama geod�esico de Voronoi, con el cual se puede implementar
un algoritmo r�apido de alisar super�cies, el cual combina el mapeo
baric�entrico de Tutte y las coordenadas de valor medio de Floater.
Las l��neas de cresta se calculan de acuerdo a una aproximaci�on de la
curvatura y a una esqueletizaci�on. La distorsi�on m�etric a introducida
por este m�etodo parece ser m��nima.

3.4. Mapeo de Super�cies

Los m�etodos que permiten mapear una super�cie 3D en otra conlas
mismas caracter��sticas topol�ogicas utilizan generalmente una esfera o una
elipsoide como super�cie objetivo. El que este m�etodo pueda utilizarse se
justi�ca con la aplicaci�on de la geometr��a de super�cies de Riemann, con
la que se puede a�rmar que cualquier super�cie sin hoyos o intersecciones
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consigo misma puede mapearse de forma conforme en una esfera, y cualquier
porci�on de la super�cie puede mapearse en un disco [37]. En la Figura 3.4
se presenta el resultado que se obtiene al aplicar uno de los m�etodos para
mapear una super�cie 3D como el cerebelo en otra super�cie suave, en este
caso una esfera.

Figura 3.4: Proyecci�on de una representaci�on 3D del cerebelo en la super�cie
de una esfera

El objetivo principal de estos m�etodos es determinar un mapa conforme
entre la super�cie y la esfera, pero var��an las formas de llegar a este mapeo.
Se pueden encontrar m�etodos que aplican elementos �nitos para construir
el mapa conforme, como el presentado por Hakeret al. en [37], que adicio-
nalmente considera la aplicaci�on de texturas y la generaci�on de mapas de
coordenadas. En la misma l��nea, Angenentet al. presentan en [2] la aplica-
ci�on del operador de Laplace-Beltrami5 que, junto con la formulaci�on por
elementos �nitos, permite construir el mapa conforme y mapear as�� la su-
per�cie en una esfera. Otra forma de construir un mapa conforme esf�erico es
presentada por Juet al. en [46], en donde se utiliza el mapeo conforme por
m��nimos cuadrados introducido por Levy et al. en [55], el cual no preserva
muy bien las m�etricas pero invierte menos tiempo en los c�alculos. Uno de
los m�etodos m�as recientes para construir un mapa conforme�unico entre una

5La generalizaci�on del operador de Laplace para super�cies curvas.
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super�cie y una esfera es presentado por Wanget al. en [87], en donde se
aplican los elementos de la geometr��a diferencial para construir un homeo-
mor�smo entre las super�cies y luego �este se deforma de forma que minimice
la energ��a arm�onica.

Otra forma de obtener una representaci�on esf�erica de una super�cie 3D
que es un poco m�as sencilla de formular, pero no ofrece tan buenos resultados
de forma directa, es plantear una fuerza que mueva cada uno delos puntos
de la super�cie inicial hacia la super�cie de la esfera. Fischl et al. presentan
un m�etodo con esta caracter��stica en [28], y consideran, para cada punto y
en cada iteraci�on, una fuerza de suavizado y una fuerza radial. El m�etodo
requiere de un paso posterior para uniformizar la densidad de puntos en la
esfera.

3.5. Modelos de Metamorfosis de Super�cies

A primera vista podr��a pensarse que la metamorfosis de super�cies tiene
muy poco en com�un con los dem�as m�etodos, sin embargo, podr��a funcionar
de forma similar al m�etodo de mapeo en super�cies m�as sencillas, tomando
la super�cie 3D inicial y la esfera o elipsoide (o alguna otrasuper�cie suave)
como la super�cie objetivo. Una de las caracter��sticas de los dem�as m�etodos
que no tienen los modelos de metamorfosis de super�cies es lapreservaci�on
de m�etricas, ya que no se aplican restricciones sobre la super�cie inicial y
la super�cie objetivo. En la Figura 3.5 se presenta el resultado esperado al
realizar la metamorfosis entre dos super�cies.

Figura 3.5: Esquematizaci�on 2D del proceso de metamorfosis entre super�-
cies

Los m�etodos de metamorfosis entre super�cies requieren enla mayor��a
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de los casos la intervenci�on del usuario para establecer algunos par�ametros o
elementos b�asicos necesarios para el proceso, de forma queson m�as propensos
a errores. S�olo unos pocos son completamente autom�aticos.

Algunos desarrollos recientes en el �area se presentan a continuaci�on:

Una transformaci�on r�apida entre super�cies 2D o 3D es presentada
por Kanai et al. en [47]. Esta aproximaci�on se basa en la construcci�on
de un mapa arm�onico entre las super�cies y un disco unitario, que
sirve para establecer la correspondencia uno-a-uno entre los puntos de
las super�cies. Requiere la intervenci�on del usuario parade�nir una
marca de posici�on en cada una de las super�cies.

Un elemento novedoso, denominado representaci�on multiplanar, es in-
troducido por Ramasubramanianet al. y aplicado a la transformaci�on
entre super�cies en [69]. La representaci�on multiplanar toma una su-
per�cie 3D y construye un conjunto de planos 2D que la representan
totalmente, con lo que es posible aplicar algoritmos de metamorfosis
2D. En cada plano se almacena un conjunto de super�cies, determina-
das por una parametrizaci�on basada en radios. Requiere queel usuario
de�na un eje, que afecta la cantidad de planos y la forma de lassu-
per�cies; y algunas correspondencias entre los planos en caso de que
no puedan ser determinadas por el algoritmo.

Zockler et al. presentan en [94] un m�etodo de metamorfosis basado
en regiones de correspondencia y puntos de ajuste, los cuales deben
ser identi�cados completamente por el usuario en la etapa inicial. El
algoritmo se encarga de establecer una parametrizaci�on entre cada
par de regiones, de ajustarlas de acuerdo a los puntos puestos por el
usuario y de generar las super�cies intermedias de la transformaci�on
de acuerdo a una interpolaci�on.

Una aplicaci�on del modelo delevel sets3D es presentada por Breenet
al. en [8]. Se construye unlevel setque se ajusta a la super�cie inicial
y se deforma de forma progresiva, de acuerdo a la optimizaci�on de
una funci�on objetivo que act�ua como medida de similaridad entre los
objetos, hasta que alcanza la forma de la super�cie �nal. Este m�etodo
es completamente autom�atico; sin embargo, no puede ser utilizado con
super�cies abiertas.

En [81], Treece et al. presentan la extensi�on de un m�etodo de trans-
formaci�on 2D a la metamorfosis de super�cies 3D, para lo cual uti-
lizan vol�umenes de distancias, representaciones en esferas y vectores
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de correspondencia entre esferas. Es un procedimiento algocomplejo
y requiere la intervenci�on del usuario en cada etapa para determinar
ciertos par�ametros.

3.6. Aplicaciones

En la Secci�on 3.2 se menciona la primera aplicaci�on de los modelos de
deformaci�on de super�cies: elaborar un mapa a partir de unasuper�cie curva
como lo es el globo terr�aqueo. En la actualidad, las aplicaciones de este tipo
de m�etodos abarcan campos muy variados, desde el dise~no deprendas de
vestir hasta la recreaci�on de animaciones 3D; pero la mayor��a de ellas est�an
centradas en el campo de la medicina.

El dise~no de prendas de vestir y de zapatos es una de las aplicaciones
m�as directas de los m�etodos para aplanar super�cies [84, 83, 5]. Se utiliza
la representaci�on tridimensional del cuerpo de la persona, sobre la cual se
determina la super�cie que cubrir�a la prenda y luego �esta es extra��da y
aplanada, insertando las l��neas de corte necesarias. Estemodelo plano se
imprime para luego cortar las telas y fabricar las prendas, que se ajustan
perfectamente al cuerpo de la persona. El dise~no de zapatosse realiza con
un procedimiento similar.

Otro grupo de aplicaciones se relacionan directamente con el procesa-
miento de gr�a�cas. Los m�etodos de metamorfosis entre super�cies presen-
tados en la Secci�on3.5 pueden utilizarse para elaborar algunas animacio-
nes y efectos especiales en las transiciones, las cuales sonmuy utilizadas
en �areas como cine y televisi�on, publicidad y dise~no gr�a�co. Los m�etodos
para suavizar super�cies presentados en [52] y [76] permiten obtener m�ulti-
ples resoluciones de una malla poligonal, para facilitar elmanejo de estas
estructuras en tareas tales como almacenamiento, visualizaci�on, edici�on y
transmisi�on. La adaptaci�on de mapas de texturas a una super�cie puede
conseguirse utilizando los m�etodos de aplanado y de mapeo de super�cies,
tal como se presenta en [66].

El campo donde se concentran la mayor parte de las aplicaciones de
los modelos de deformaci�on de super�cies es la medicina. Enbase a estos
m�etodos se construyen paquetes de software que permiten a los profesionales
de la salud analizar de una manera m�as precisa y segura las estructuras
anat�omicas de sus pacientes, as�� como establecer comparaciones entre ellas.
Utilizando los m�etodos para aplanar super�cies se pueden analizar vasos
sangu��neos con el �n de detectar y visualizar patolog��as como estenosis6 y

6Estrechez de un conducto u ori�cio.
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p�olipos 7, aplicaci�on presentada por Zhu et al. en [93]; as�� como el interior
del est�omago, de acuerdo a lo presentado por Moriet al. en [64].

Dentro de la medicina, el �area con mayor n�umero de publicaciones sobre
deformaci�on de super�cies es la relativa a las estructurascerebrales, puesto
que la corteza cerebral es considerada la super�cie m�as compleja del cuer-
po humano, en cuanto a geometr��a y topolog��a se re�ere. La aplicaci�on de
estos m�etodos permite la identi�caci�on de cambios en los surcos del cerebro
debidos a tumores u otras patolog��as. Tambi�en facilitan la visualizaci�on de
las diferentes �areas funcionales del cerebro, as�� como ladeterminaci�on de
distancias y otras medidas.

7Tumor benigno, blando, que se desarrolla en las cavidades deuna mucosa.
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Cap��tulo 4

M�etodos de Deformaci�on con
Preservaci�on de M�etricas

Este Cap��tulo presenta en detalle dos de los m�etodos de deformaci�on
estudiados y rese~nados en el Cap��tulo3. Estos modelos se enfocan b�asica-
mente en la preservaci�on de �areas sobre la super�cie, utilizando esquemas
sencillos basados en fuerzas y velocidades. Los resultadospresentados por
estos m�etodos servir�an como punto de comparaci�on posterior con el modelo
de deformaci�on introducido en el Cap��tulo 6.

4.1. Deformaci�on Simple hacia una Esfera

Esta primera aproximaci�on a los modelos de deformaci�on con preser-
vaci�on de m�etricas, presentada por Fischl et al. [28] tiene como objetivo
transformar la super�cie original en una esfera cuya �area coincida o sea
aproximadamente igual al �area total de la super�cie original. Este m�etodo
iterativamente actualiza la posici�on de cada uno de los v�ertices en la malla
de triangulaci�on de acuerdo a una fuerza de suavizadoFS y a una fuerza
radial FR :

xk (t + 1) = xk (t) + FS(t) + � RFR (t) (4.1)

donde xk representa la posici�on delk-�esimo v�ertice en la iteraci�on t.
La fuerza de suavizado est�a formada por un componente localy uno

global. El componente local mueve cada v�ertice en la direcci�on del centroide
de sus vecinos, mientras que el componente global proyecta hacia afuera el
promedio del movimiento hacia adentro que se crea sobre todala super�cie,
�este es utilizado como un componente de correcci�on. La fuerza de suavizado
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est�a dada por:

FS =
1

Nk

X

j 2 N k

(x j � xk ) �
1
V

VX

i

X

j 2 N i

(n i n0
i ) � (x j � x i ) (4.2)

donde Nk corresponde al conjunto de v�ertices vecinos alk-�esimo v�ertice, V
es el n�umero de v�ertices en la malla ynk y n0

k representan el vector normal
a la super�cie en el v�ertice k y su vector transpuesto.

La fuerza radial conduce cada v�ertice hacia la super�cie deuna esfera
de radio R:

FR = ( Rk � xk ) (4.3)

utilizando Rk como la proyecci�on radial de xk en la esfera de radioR. El

radio de la esfera puede calcularse con la relaci�onR =
q

A
4� , donde A es el

�area total de la super�cie inicial.
Aplicando esta aproximaci�on, se obtiene la representaci�on de la super�cie

3D en una esfera, sin embargo, los autores consideran un segundo paso en
el procesamiento, donde se eval�ua el mapeo inverso (de la esfera hacia la
super�cie inicial) y en aquellos puntos en donde �este es multivaluado, se
establece un nuevo y �unico mapeo.

Actualizando iterativamente los puntos de la malla �unicamente con la
fuerza de suavizado (Ecuaci�on 4.2), la malla poligonal se deforma hasta
tomar una forma lisa y alargada, como se muestra en la Figura4.1.

Figura 4.1: Deformaci�on aplicando �unicamente una fuerzade suavizado

Al aplicar conjuntamente la fuerza de suavizado (Ecuaci�on 4.2) y la
fuerza radial (Ecuaci�on 4.3), adem�as de suavizar poco a poco la super�cie,
en cada iteraci�on los puntos de la malla son empujados hastatomar una
forma esf�erica, como se puede apreciar en la Figura4.2.

Indiscutiblemente, la aplicaci�on de este m�etodo afecta de forma signi�-
cativa las longitudes y las �areas sobre la super�cie, dado que para obtener
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Figura 4.2: Deformaci�on aplicando fuerzas radiales y de suavizado

una esfera de super�cie total aproximada a la de la malla original, es nece-
sario sumar las �areas individuales de los tri�angulos que componen la malla,
y luego utilizar este valor para obtener un radio aproximado. A�un as��, las
�areas y longitudes no se preservan de forma satisfactoria para los an�alisis
morfom�etricos, como se aprecia de manera visual en la Figura 4.3. De mane-
ra cuantitativa, el c�alculo del factor de �area local como la raz�on entre el �area
inicial y el �area actual de un parche de �area alrededor de cada punto, indica
que el 97 % de las �areas locales sufren inicialmente una contracci�on del 50 %
del �area, y a medida que la super�cie toma una forma m�as esf�erica, estos
parches se van expandiendo hasta abarcar casi el doble de su �area inicial.

Si la super�cie presenta una densidad de puntos relativamente uniforme,
al momento de la deformaci�on aquellos puntos que se encontraban origi-
nalmente m�as cerca del centro de masas ser�an desplegados en un �area m�as
amplia que los puntos m�as cercanos a la super�cie de la esfera. Adicional
a esto, si la super�cie presenta pliegues pronunciados, es posible que en la
esfera los puntos correspondientes lleguen a superponerse.

Figura 4.3: Comparaci�on de �areas en la super�cie inicial y en la esfera
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4.2. Deformaci�on con Preservaci�on de �Areas

Otra aproximaci�on, enfocada en generar representacionessuavizadas de
la corteza cerebral manteniendo la restricci�on de preservaci�on de �areas es
presentada por Ponset al. en [67]. Una super�cie se mueve en la direcci�on
normal con una velocidad de�nida por el usuario. El problemade conserva-
ci�on se formula como la construcci�on de un movimiento tangencial adecuado
que garantiza la preservaci�on del �area a medida que la super�cie evoluciona.

4.2.1. Condiciones para la Preservaci�on

Seaj = A 0
A c

con A0 el �area inicial y Ac el �area actual de una super�cie
� 2 Rn que evoluciona con una velocidadv. Esta super�cie est�a movi�endose
y cambiando de tama~no en el tiempo. Esto puede verse como un peque~no
volumen de uido que se deforma dentro de un campo vectorial particular.
La masa no se crea ni se destruye, y esta masa es proporcional al factor
j y a la distancia que separa las �areas. Asumiendo queA0 y Ac son caras

Figura 4.4: Descripci�on del volumen de�nido por A0 y Ac

opuestas del volumen, como se ilustra en la Figura4.4, la distancia entre
ellas esv� t, con lo cual

� j = j v � n� S� t (4.4)

o, de manera equivalente
� j
� t

= j v � n� S
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En el l��mite
@j
@t

=
Z

S
j v � ndS

Reescribiendo la tasa de cambio dej dentro del volumen, la ecuaci�on se
transforma en

d
dt

Z

V
jdV = �

Z

S
j v � ndS

N�otese que el volumen es �jo, de manera que se puede aplicar el teorema de
la divergencia (

R
@Vf � g dS =

R
V r � (fg ) dV), y se obtiene

@j
@t

+ r � (j v ) = 0 (4.5)

Aplicando la f�ormula para la divergencia de un producto (r � (j v ) = v � r j +
j r � v ), la ecuaci�on puede ser reescrita como

Dj
Dt

+ j r � v = 0 (4.6)

donde D
Dt corresponde a la derivada material1. Esta ecuaci�on describe la

evoluci�on del factor de �area local j para un punto dado.
Partiendo de la de�nici�on del factor j , se pueden expresar las condiciones

de preservaci�on as��:

Preservaci�on local: j = 1

Preservaci�on total: j = 1

Preservaci�on relativa: j = j

De la Ecuaci�on 4.6 puede extraerse que la condici�on para la conservaci�on
local del �area es que el t�ermino j r � v sea cero. De all�� se modi�can las
condiciones de preservaci�on, as��:

Preservaci�on local: r � v = 0

Preservaci�on total: r � v = 0

Preservaci�on relativa: r � v = r � v
1La derivada material en la teor��a de uidos corresponde a la derivada de un peque~no

bloque de uido que encierra una determinada propiedad ' = ' (x; y; z; t ) (temperatura,
densidad, etc.) La expresi�on de la derivada material es D'

Dt = @'
@t + u � r ' , siendo u =

(u; v; w) = ( @x
@t ;

@y
@t ;

@z
@t)
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La preservaci�on local del �area es una combinaci�on de la preservaci�on
total y relativa, de manera que solamente estas dos �ultimasexpresiones son
necesarias. Si se descompone la velocidadv en su componente normal \hacia
afuera" vN y su parte tangencial vT , y se aplican algunas identidades de la
geometr��a diferencial intr��nseca 2, las ecuaciones se convierten en:

Preservaci�on total: HvN = 0

Preservaci�on relativa: r � vT + ( n � 1)HvN = ( n � 1)HvN

4.2.2. Movimiento Tangencial de Preservaci�on

A partir de las condiciones se puede construir una ecuaci�onde Poisson
de la forma

� � � = ( n � 1)(HvN � HvN ) (4.7)

siendo � � el operador de Laplace-Beltrami, con lo cual la velocidad de
actualizaci�on de los puntos adquiere la expresi�on

v = vN N � r � � (4.8)

donde r � corresponde al gradiente intr��nseco, el cual es puramentetangen-
cial.

4.2.3. Resultados

Cuando la representaci�on de la super�cie 3D est�a dada por level sets,
la ecuaci�on de Poisson puede resolverse utilizando una discretizaci�on en
diferencias �nitas del operador de Laplace-Beltrami [59]. La Ecuaci�on 4.7
se transforma en un sistema lineal de ecuaciones con una matriz dispersa,
sim�etrica e inde�nida adecuada para resolverse por el m�etodo del residuo
m��nimo.

Los resultados presentados por Ponset al. son obtenidos �unicamente
con la implementaci�on en level setsdel m�etodo. Se utiliza un modelo 3D
de la corteza cerebral obtenido de una imagen de resonancia magn�etica. El
porcentaje de distorsi�on reportado por los autores es de cerca del 5 % sobre
toda la super�cie.

2r � (f N ) = ( n � 1)fH , siendo n la dimensi�on del espacio
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4.2.4. M�etodos Num�ericos sobre Super�cies Trianguladas

Resolver la ecuaci�on de Poisson intr��nseca (4.7) sobre una super�cie re-
presentada por una malla de tri�angulos (compuesta porN nodos o puntos)
puede llevarse a cabo con una t�ecnica de elementos �nitos como la presen-
tada por Angenent et al. [2]. De esta manera, la ecuaci�on se transforma en
un sistema de ecuaciones lineales con una matriz sim�etrica, dispersa y semi-
de�nida positiva, el cual puede resolverse de manera e�ciente con m�etodos
num�ericos iterativos como el m�etodo del gradiente conjugado.

Elementos Finitos para Resolver � � � = ( n � 1)(HvN � HvN )

La formulaci�on por elementos �nitos para resolver la ecuaci�on de Poisson
(4.7) parte de la minimizaci�on del funcional de Dirichlet

D (� ) =
1
2

Z Z

�

�
jr � j2 + 2 � (n � 1)(HvN � HvN )

	
dS

Para esto, se toman variaciones del funcional y se igualan a cero (derivada
de Gateaux), con lo cual se obtiene

�
�

1
2

Z Z

�

�
jr � j2 + 2 � (n � 1)(HvN � HvN )

	
dS

�
= 0

1
2

Z Z

�

�
2r � � � r � + 2 �� (n � 1)(HvN � HvN )

	
dS = 0

Z Z

�
fr � � r (�� )

|{z}
f

+ ( �� )
|{z}

f

(n � 1)(HvN � HvN )gdS = 0

De manera equivalente, es posible demostrar que� satisface (4.7) si y
s�olo si para todas las funciones suavesf se tiene

Z Z

�

�
r � � r f + f (n � 1)(HvN � HvN )

	
dS = 0

Z Z

�
r � � r fdS = � (n � 1)

Z Z

�
(HvN � HvN )fdS (4.9)

La Ecuaci�on 4.9 es la clave para la aproximaci�on por elementos �nitos
de la soluci�on de (4.7) sobre la super�cie triangulada �. De esta forma, se
busca un� de la forma

� =
X

i

� i � i i = 1 ; : : : ; N
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donde � i corresponden a las funciones de forma, y

� i (i ) = 1

� i (j ) = 0 ; j 6= i

Dado que la Ecuaci�on 4.9 es lineal enf , es su�ciente mostrar que (4.9) se
cumple siempre quef = � j para alg�un j . De manera que se quiere encontrar
un vector de n�umeros � = ( � i ), que contenga un elemento por v�ertice de la
malla, tal que para todo j

X

i

� i

Z Z

�
r � i � r � j dS = � (n � 1)

Z Z

�
(HvN � HvN )� j dS (4.10)

Esta formulaci�on corresponde a un sistema de ecuaciones lineales en� i .
Se introduce la matriz A ij , donde, para cada par de v�erticesi y j ,

A ij =
Z Z

�
r � i � r � j dS

A ij 6= 0 s�olo si i y j est�an conectados por una arista en la malla de tri�angulos.
De esta manera, la matrizA es dispersa.

Figura 4.5: Geometr��a del tri�angulo

Una f�ormula de la teor��a de elementos �nitos, que se veri�c a f�acilmente
con c�alculo b�asico, dice que

A ij = �
1
2

f cot \ R + cot \ Sg 8i 6= j (4.11)
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siendoR y S los �angulos ilustrados en la Figura 4.5. Por otra parte, y dado
que

X

i

A ij =
X

i

Z

�
r � i � r � j =

Z

�
r 1 � r � j = 0

se observa que los elementos diagonales de la matrizA pueden encontrarse
con

A ii = �
X

i 6= j

A ij (4.12)

Para el lado derecho de la forma matricial (vectorB ), se tiene la expre-
si�on (lado derecho de la Ecuaci�on 4.10)

� (n � 1)
Z Z

�
 j � j dS

con j = ( HvN � HvN )j j . El proceso de aproximaci�on de esta expresi�on sobre
los elementos �nitos (ver Ap�endice C) produjo la siguiente simpli�caci�on

� (n � 1)
A i;j;j +1

6

�
 i +

 j +  j +1

2

�

siendo A i;j;j +1 el �area del tri�angulo de�nido por los v�ertices i , j y j + 1.
Sumando para todos losj , se obtiene la expresi�on

B j = � (n � 1)
A i

6

X

j

�
 i +

 j +  j +1

2

�

con A i =
P

j 2 N1(i ) A i;j;j +1 . Finalmente, reemplazando el valor de , se ob-
tiene la expresi�on discreta de�nitiva que aproxima el lado derecho de la
Ecuaci�on 4.10

B j = � (n � 1)
A i

6

X

j

�
HvN j i � 2HvN +

HvN j j + HvN j j +1

2

�
(4.13)

Con estos elementos, la Ecuaci�on4.10se transforma, en t�erminos matri-
ciales, en

NX

i =1

A ij � i = B j j = 1 ; : : : ; N (4.14)
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Algoritmo para la Evoluci�on de la Super�cie

El algoritmo de evoluci�on de la super�cie (representada como una malla
de tri�angulos) puede de�nirse en dos etapas. Inicialmente, es necesario re-
solver el sistema de ecuaciones lineales planteado en (4.14). Una vez se ha
encontrado una soluci�on, �esta es utilizada para calcular la nueva velocidad
de evoluci�on que debe aplicarse a cada uno de los puntos, de acuerdo a la
Ecuaci�on 4.8.

Para la primera etapa, y antes de poder resolver el sistema deecuaciones,
es necesario aplicar una f�ormula para evaluar la curvaturamedia en cada
punto de la super�cie. De acuerdo a lo presentado por Meyeret al. [62], y
teniendo en cuenta la construcci�on presentada en la Figura4.5, el vector de
curvatura media puede ser calculado para un puntop dado con

Hp =
1
2

X

j 2 N1(i )

(cot R + cot S)(x i � x j )

Esta expresi�on permite entonces calcular los valores de curvatura media so-
bre la super�cie necesarios para obtener los valores de la matriz A ij y el
vector B j en (4.14). Una vez planteado este sistema, se requiere utilizar un
m�etodo num�erico iterativo que permita resolver sistemas de ecuaciones li-
neales con matrices dispersas. En este caso, se utiliz�o el algoritmo para el
m�etodo del gradiente conjugado planteado por Barrett et al. [7] (ver Ap�endi-
ce A), con 1000 iteraciones y una precisi�on de 0;00001.

En la segunda etapa se debe calcular el gradiente intr��nseco de la soluci�on
� entregada por el m�etodo del gradiente conjugado. Para esto, se utiliza una
f�ormula para calcular el gradiente de � sobre la super�cie discreta y luego
�este se proyecta sobre el plano tangente para obtener el gradiente intr��nseco.
Seg�un el trabajo de Xu [91], sobre cada tri�angulo de la super�cie puede
encontrarse el gradiente de� con la expresi�on

r Tj � =
1

4A2
i;j;j +1

f � i [(pi � pj ; pj � pj +1 )(pj +1 � pi )+

(pi � pj +1 ; pj +1 � pj )(pj � pi )]+

� j [(pj � pi ; pi � pj +1 )(pj +1 � pj )+

(pj � pj +1 ; pj +1 � pi )(pi � pj )]+

� j +1 [(pj +1 � pj ; pj � pi )(pi � pj +1 )+

(pj +1 � pi ; pi � pj )(pj � pj +1 )]g

Y a partir de esta expresi�on se puede calcular el gradiente de � para un

44



punto i dado

r � (i ) =
1

A i

X

j 2 N1(i )

A j r Tj �

con A i =
P

j 2 N1(i ) A i;j;j +1 . Una vez calculados todos los gradientes sobre la
super�cie, y proyectados sobre el plano tangente en cada punto utilizando
f�ormulas comunes de geometr��a espacial, es posible utilizar estos valores en
la Ecuaci�on 4.8 para calcular la velocidad en cada punto y actualizar su
posici�on iterativamente.

Discusi�on

El algoritmo descrito anteriormente fue implementado en lenguaje C++,
utilizando la librer��a de visualizaci�on VTK (www.vtk.org) para la interacci�on
con las super�cies tridimensionales. Al momento de resolver el sistema de
ecuaciones (4.14), se encontr�o que no ten��a una �unica soluci�on, puesto que
uno de los valores propios de la matriz se anulaba. Esto est�adirectamente
relacionado con que las condiciones peri�odicas de contorno de un problema
de Laplace no se de�nen un��vocamente; si a una soluci�on se le suma la
misma cantidad constante en todo el dominio, la soluci�on sigue existiendo.
Para manejar esta situaci�on, se forz�o a cero la soluci�on en uno de los nodos
de curvatura m��nima y luego se resolvi�o el sistema de ecuaciones para los
nodos restantes. Con esto se redujo en un orden el sistema de ecuaciones y
adicionalmente se elimin�o el valor propio nulo.

A�un con esta modi�caci�on, los resultados obtenidos no fueron satisfacto-
rios, como puede apreciarse en la Figura4.6. Aunque inicialmente se observa
que la super�cie tiende a suavizarse, las iteraciones posteriores presentan una
expansi�on excesiva de la super�cie en aquellos puntos donde la curvatura es
signi�cativamente mayor o menor en comparaci�on con los dem�as puntos de
la malla. Este patr�on de evoluci�on en las simulaciones se debe a que se asume
que la funci�on � es continua, sin embargo, como� es un campo formado por
el movimiento de una super�cie que es discontinua, la funci�on � es muy pro-
bablemente tambi�en discontinua. En la formulaci�on de level setsel problema
de la evoluci�on de la super�cie se soluciona en el dominio continuo, mientras
que el problema de existencia de las derivadas en los puntos de discontinui-
dad se resuelve analizando la direcci�on de ujo de la informaci�on mediante
el m�etodo de las caracter��sticas3 y decidiendo cu�al derivada aplicar en cada

3Para una ecuaci�on diferencial parcial (EDP), el m�etodo de las caracter��sticas encuentra
las curvas (llamadas curvas caracter��sticas o simplemente caracter��sticas) a lo largo de
las cuales la EDP se convierte en una ecuaci�on diferencial ordinaria (EDO). Una vez se
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(a)

(b) (c) (d) (e)

Figura 4.6: Resultados obtenidos con la implementaci�on del m�etodo de Pons
et al. sobre super�cies trianguladas(a) Super�cie inicial (b) Iteraci�on 10 (c)
Iteraci�on 15 (d) Iteraci�on 20 (e) Iteraci�on 25

caso. En el dominio discreto este criterio es mucho m�as dif��cil de manejar,
sobre todo en una formulaci�on de elementos �nitos, en la cual los puntos de
una malla se encuentran separados entre s�� por una distancia variable y no
es posible determinar de acuerdo al ujo de la informaci�on qu�e derivada se
debe aplicar en un punto de discontinuidad.

Los resultados obtenidos con esta implementaci�on y con el m�etodo plan-
teado en la Secci�on4.1 justi�caron la exploraci�on y planteamiento de un
nuevo modelo de deformaci�on con preservaci�on local de �areas, comparable
con los m�etodos existentes, como se ver�a en cap��tulos posteriores.

encuentra la EDO, esta puede resolverse sobre las curvas caracter��sticas y transformarse en
una soluci�on para la EDP original. En el caso de los level sets, este m�etodo es utilizado para
analizar la direcci�on de ujo de la informaci�on. Por ejemp lo, para la ecuaci�on ux + ut = 0
las curvas caracter��sticas corresponden a l��neas con pendiente negativa en el plano x t .
Esto indica que la informaci�on uye de derecha a izquierda, as�� que en caso de presentarse
una discontinuidad debe escogerse la derivada por la izquierda.
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Cap��tulo 5

Deformaci�on de Super�cies
Inspirada en Modelos de
Difusi�on

El objetivo de este Cap��tulo es discutir e ilustrar las ideas fundamentales
que pueden facilitar la comprensi�on del proceso de deformaci�on de una su-
per�cie desde un punto de vista te�orico, de manera que el Cap��tulo 6 pueda
ser entendido por cualquier lector que no est�e familiarizado con el lenguaje
de procesamiento de im�agenes.

5.1. Motivaci�on

El problema de la segmentaci�on en aplicaciones tan dis��miles como la
visi�on arti�cial o las im�agenes m�edicas se puede formular en t�erminos de
una partici�on del espacio en regiones disyuntas, es decir

Sea I = x1; x2; :::; xn el conjunto de pixeles que conforman
una imagen. Se debe encontrar una partici�on de regionesP(I ) =
R1; R2; :::; Rk que satisfaga:

1. 8x 2 I; x 2 Ri

2. 8x; y 2 I 9 (p0; p1; :::pn ) j p0 = x , pn = y y pi 2
V(pi � 1), con V (p) el conjunto de pixeles vecinos del pixel
p.

3. 8i; j i 6= j ) Ri \ Rj = 0 y
S k

i Ri = I
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Dicha segmentaci�on permite obtener informaci�on local o estructural de
una imagen y utlizarla en diversos dominios. Tradicionalmente, en proce-
samiento de im�agenes, tres tipos de t�ecnicas se han utilizado para abordar
este problema:

m�etodos estad��sticos

m�etodos basados en ecuaciones diferenciales parciales

tranformaciones multiresoluci�on como las wavelets, las ridgelets o las
contourlets1

Estos m�etodos comparten estrategias similares, por ejemplo la funci�on de
costo de los m�etodos estad��sticos es equivalente a la parte del funcional que
mantiene la �delidad a los datos en una formulaci�on con ecuaciones diferen-
ciales parciales, mientras que la funci�on a priori se puedecomparar con el
t�ermino regularizador en una aproximaci�on por ecuaciones diferenciales par-
ciales. En general, todo m�etodo de an�alisis es el resultado de un compromiso
entre la distancia a los datos, es decir qu�e tan cerca se puede estar de lo que
se requiere, y un ajuste que se produce con alguna forma de conocimiento
a priori, es decir c�omo se controla la soluci�on de un sistema de ecuaciones
hacia un punto particular.

El problema de la segmentaci�on ha sido uno de los grande retos en el
procesamiento de im�agenes. Un enorme arsenal de t�ecnicasy estrategias se
han desarrollado en las dos �ultimas d�ecadas con el objetivo de enfrentar
este problema en un gran n�umero de contextos [57]. Detectores de bordes,
algoritmos de agrupamiento, diferentes tipos de transformaciones, la morfo-
log��a matem�atica o h��bridos de todos ellos se han utilizado ampliamente. Las
ecuaciones diferenciales parciales han permitido atacar problemas dis��miles
que comparten el hecho de que se busca alguna soluci�on que produzca un
extremo de alg�un funcional pre-de�nido y asociado a la imagen. En general,
en estos m�etodos se parte de curvas simples (como c��rculospor ejemplo)
que representan alg�un valor del funcional asociado. Estascurvas se defor-
man siguiendo reglas que se introducen arti�cialmente en elfuncional y que
permiten realizar acciones concretas, como por ejemplo regular la velocidad
de la evoluci�on, de�nir la rigidez con la cual se mueve la curva o determinar
el sitio en el cual la curva ya no se puede mover. Esto �ultimo se utiliza pa-
ra permitir segmentaciones complejas, de tal manera que unacurva inicial

1Una wavelet (ond��cula, ondeleta u ondita), o cualquiera de sus variant es, como lasrid-
gelets o contourlets, son transformaciones que permiten descomponer una se~nalen m�ulti-
ples resoluciones y observar en cada una de ellas sus propiedades frecuenciales.
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simple se \pega" a un objeto o borde que se quiere segmentar, el cual puede
ser bastante intrincado y complejo.

El problema de investigaci�on que se ha abordado a lo largo deesta proyec-
to consiste en hacer exactamente lo contrario. Sin embargo,la deformaci�on
de una super�cie 3D en otra m�as simple puede todav��a verse como un pro-
blema de segmentaci�on de im�agenes. En este caso, se parte de una super�cie
compleja e intrincada, la cual se hace evolucionar hasta quetoma una forma
mucho m�as suave. Este problema ha sido resuelto en computaci�on gr�a�ca y
ha sido ampliamente discutido en el Cap��tulo 3.

El problema de realizar estas deformaciones sujeto a restricciones como
por ejemplo la conservaciones de algunos componentes de la m�etrica es un
problema nuevo, del cual existe muy poco desarrollo en la literatura. Gauss
encontr�o hace m�as de trescientos a~nos que este problema no ten��a soluci�on
anal��tica [ 74], por lo cual el desarrollo de aproximaciones num�ericas requiere
de un profundo an�alisis del problema desde el punto de vistate�orico que
permita introducir estrategias e�cientes. Este Cap��tulo esta organizado de
la siguiente manera: inicialmente se introduce el modelo b�asico de evoluci�on
de una super�cie (Secci�on 5.2); la condici�on necesaria para garantizar la
preservaci�on del �area se incluye al modelo en la Secci�on5.3, mientras que
los t�erminos de relajaci�on necesarios para prevenir la aparici�on de rigidez en
la super�cie durante el proceso son discutidos e introducidos en la Secci�on
5.4.

5.2. Modelo B�asico

De la manera m�as simple el proceso de mover una super�cie se puede
modelizar de la siguiente forma:

dx i

dt
= FS(i ) + hR (i ) (5.1)

La Ecuaci�on 5.1 se compone de dos t�erminos: una fuerza de suavizado
FS(i ), del tipo laplaciano2 y una fuerza de expansi�onhR (i ), la cual est�a di-
rigida en direcci�on normal de la super�cie. Un aporte importante y funda-
mental del presente trabajo es el de introducir en este t�ermino la noci�on de
curvatura en cada punto de la super�cie (movimiento con informaci�on del
vecindario). Esta ecuaci�on de evoluci�on describe un comportamiento que
se puede considerar como cinem�atico, puesto que �unicamente se indica la

2Se llama de tipo laplaciano porque las funciones requieren una derivaci�on de segundo
orden
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forma en que deben moverse cada uno de los puntos, pero no se establece
restricci�on alguna sobre este movimiento.

El efecto de estos dos t�erminos sobre el proceso de evoluci�on puede eva-
luarse de manera individual e independiente. Con la fuerza de suavizado,
que corresponde exactamente al t�ermino propuesto por Fischl et al. [28]
(ver Ecuaci�on 4.2), los puntos en la super�cie se reacomodan poco a poco
de acuerdo a la posici�on de sus vecinos, cambiando su distribuci�on sobre la
super�cie. Este efecto puede visualizarse en la Figura5.1(b).

(a) (b)

Figura 5.1: Resultado de aplicar una fuerza de suavizado a lasuper�cie (a)
Super�cie inicial (b) Super�cie suavizada

El movimiento de expansi�on radial aqu�� propuesto opera �u nicamente en
la direcci�on normal y est�a compuesto de tres t�erminos escalares:

hR (i ) = [ jv radial (i )j + F (� i ) + ( Rext � x i � n i )] n i

donde

jv radial (i )j corresponde a la norma de una velocidad radial arbitraria
impuesta por el usuario, y que puede modelar condiciones particulares
y conceptos adicionales relevantes en el contexto del problema que se
est�a intentando resolver. Por ejemplo, se podr��a introducir un t�ermino
de viscosidad que produzca un movimiento irregular de los puntos
siguiendo la curvatura de la super�cie.

F (� i ) corresponde a un componente geom�etrico dependiente de lacur-
vatura, que simula sobre la super�cie los efectos de la tensi�on super�-
cial y la presi�on durante el proceso de evoluci�on, y que ser�a explorado
en la Secci�on 5.3.
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(Rext � x i � n i ) corresponde al t�ermino que simula el acercamiento de
la super�cie a una esfera efectiva, dado que si se permite la evoluci�on
de una super�cie cerrada y sin intersecciones, por tendencia natural
llegar�a hacia una esfera.

Cuando se aplica solamente la fuerza de expansi�on, es posible visualizar
en la Figura 5.2(b) que aquellos puntos con curvatura positiva son pro-
yectados hacia afuera mientras que los que tienen curvaturanegativa son
desplazados hacia adentro de la super�cie. Con estos resultados se puede
concluir que este movimiento depende de la curvatura en cadapunto.

(a) (b)

Figura 5.2: Resultado de aplicar una fuerza de expansi�on a la super�cie (a)
Super�cie inicial (b) Super�cie en expansi�on

Los resultados sugieren que las dos fuerzas interact�uan demanera dife-
rente y que establecen un compromiso entre la �delidad a los datos (fuerza
radial) y la regularidad que adoptan o no los puntos individuales cuando
siguen el movimiento global (por esto se requiere la fuerza de suavizado).
Estos dos movimientos, el tangente (suavizado) y el normal (expansi�on) no
son independientes, con la consecuencia directa de que cuando la super�cie
evoluciona no se cumple una condici�on de conservaci�on local del �area. La
manera de expresar esta dependencia es utilizando un factorde proporcio-
nalidad, el cual llamaremos� i . As��, el modelo de evoluci�on es modi�cado
a:

dx i

dt
= FS(i ) + � i hR (i ) (5.2)

La raz�on por la cual es el t�ermino de expansi�on quien lleva el peso del
factor de proporcionalidad � i , puede explicarse considerando que el mode-
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lo de evoluci�on de la super�cie se asemeja a un globo que se vainando
progresivamente. En este modelo f��sico el globo evoluciona en dos pasos:

1. inicialmente, y debido a la presi�on interna que se genera, la tensi�on
super�cial redistribuye los puntos en la super�cie, de manera que �esta
se suaviza

2. posteriormente, y como consecuencia del exceso de presi�on resultante,
la super�cie se expande, generalmente en forma radial

De esta forma, se considera que es la componente de expansi�on la que debe
modi�car su acci�on sobre la super�cie, tras \conocer" los resultados de la
fuerza de suavizado.

5.3. Primera Modi�caci�on: Condici�on de Conser-
vaci�on Local del �Area

Para cumplir con el objetivo de deformar la super�cie sin cambiar el
�area, el modelo b�asico planteado anteriormente debe ser modi�cado para
incluir un t�ermino de preservaci�on local del �area. El pla nteamiento de este
t�ermino de preservaci�on parte de la hip�otesis de que el �area de la super�cie
es constante a lo largo de toda la evoluci�on, por lo tanto su derivada se anula

S(f xkgN
k=1 ) = cte = ) _S(f xkgN

k=1 ) = 0 (5.3)

siendoN el n�umero de puntos que de�nen la super�cie y S(f xkgN
k=1 ) el �area

total de la super�cie de�nida en funci�on de las coordenadas de los nodos.
La Ecuaci�on 5.3 se reescribe como

NX

i =1

_x i �
@

@x i
S

�
f xkgN

k=1

�
= 0 (5.4)

Una soluci�on conveniente es considerar que el �area se preserva localmente
y que por el principio de superposici�on se conserva entonces globalmente.
Por lo tanto, para introducir la condici�on de conservaci�o n local del �area,
basta con considerar como constante s�olo el �area local alrededor de cada
punto

Si =
X

l

si
l = cte = ) _Si = 0 8i = 1 ; : : : ; N
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(siendo si
l el �area de los tri�angulos que comparten ax i como un v�ertice), de

manera que la restricci�on para la preservaci�on del �area local se reduce a

_x i �
@

@x i

X

l

si
l = 0 8i = 1 ; : : : ; N (5.5)

La condici�on presentada por la Ecuaci�on 5.5 indica que para que la
condici�on de preservaci�on local del �area se cumpla en cada iteraci�on, el
movimiento de cada uno de los puntosx i debe ser perpendicular al vector

� i =
@

@x i

X

l

si
l =

X

l

@
@x i

si
l 8i = 1 ; : : : ; N

En t�erminos de orientaci�on, la derivada de cada �area o tri �angulo si
l puede

verse como un indicador de la direcci�on hacia donde est�a orientado cada
tri�angulo. Si adem�as todas estas orientaciones alrededor de un punto x i dado
se suman, el resultado estima la orientaci�on de la super�cie en ese punto.
De manera complementaria, la magnitud de este vector es una aproximaci�on
del valor de la curvatura de la super�cie en ese punto. Por estas razones, el
vector � i puede verse como un estimador local de la curvatura de la super�cie
en el punto x i , y puede calcularse por medio de la siguiente expresi�on (ver
Ap�endice B para detalles de la derivaci�on)

� i =
X

j 2 N i

jx j � x j +1 j
a � b cos�

2 sin�
(5.6)

Volviendo al modelo b�asico, se requiere una manera de estimar el factor
de proporcionalidad local � i para que incluya la condici�on de preservaci�on
local del �area estimada anteriormente. A partir de la relaci�on de conservaci�on
local (Ecuaci�on 5.5) y reemplazando el valor de la derivada por el de la
Ecuaci�on 5.2, se puede determinar localmente la expresi�on para� i

� i = �
� i � FS(i )
� i � hR (i )

(5.7)

Reemplazando esta expresi�on en la Ecuaci�on5.2, y puesto que tanto el
vector � i como el movimiento hR (i ) tienen ambos direcci�on normal, seg�un
el vector unitario local n i , podemos expresar la ecuaci�on de evoluci�on de
manera simpli�cada

dx i

dt
= FS(i ) � (FS(i ) � n i )n i (5.8)
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Al introducir el t�ermino de preservaci�on del �area dentro de la ecuaci�on de
evoluci�on la fuerza de expansi�on radial no tiene ning�un efecto, limitando el
movimiento �unicamente a la direcci�on tangente. De maneraque el modelo de
evoluci�on planteado es excesivamente restrictivo, y comose puede apreciar
en la Figura 5.3(b), la super�cie no se modi�ca globalmente. Desde el punto
de vista f��sico, esto representa la condici�on de rigidez de la malla bajo el
esquema de evoluci�on planteado.

(a) (b)

Figura 5.3: Resultado de aplicar una modelo de evoluci�on excesivamente res-
trictivo (a) Super�cie inicial (b) La super�cie adquiere tensi�on, sin modi�car
su aspecto

5.4. Segunda Modi�caci�on: T�erminos de Relaja-
ci�on

La rigidez presentada por la super�cie al momento de su evoluci�on se
debe �unicamente a la inclusi�on de la condici�on de conservaci�on local del
�area. Para permitir que la fuerza de expansi�on radial pueda actuar sobre
la super�cie es necesario entonces relajar esta restricci�on. Si se exigiera por
ejemplo, una preservaci�on local del �area en promedio, el modelo de evoluci�on
tomar��a la forma

dx i

dt
= FS(i ) + ��h R (i ) (5.9)

con un factor de proporcionalidad promedio expresado por

�� = �
P

i (� i � FS(i )) � iP
i (� i � hR (i ))

(5.10)
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En este caso, la restricci�on se ha modi�cado hasta exigir pr�acticamente
una conservaci�on global del �area. El modelo de evoluci�on ahora es poco
restrictivo, y la super�cie evoluciona sin ning�un control . De manera que es
necesario plantear un modelo intermedio �optimo, que incluya un proceso de
retroalimentaci�on en el cual las variaciones locales puedan propagarse por
la super�cie, llev�andola hacia un estado estable.

Para llegar a este modelo intermedio, es necesario considerar que el efecto
local y global tiene un cierto porcentaje de participaci�on, el cual se expresa en
t�erminos de un par�ametro din�amico denotado por � . La manera m�as sencilla
de involucrar a nivel local los dos efectos es utilizando unacombinaci�on
lineal de ambos, expresada en funci�on del coe�ciente de elasticidad � . Para
determinar la forma de la combinaci�on lineal, se tiene en cuenta que se debe
recuperar el modelo planteado por la Ecuaci�on5.2 cuando � = 0 o cuando
todos los� i sean iguales entre s��. La combinaci�on que satisface esta condici�on
es

(1 + � )� i � � ��

con lo cual la ecuaci�on de evoluci�on se transforma en

dx i

dt
= FS(i ) +

�
(1 + � )� i � � ��

�
hR (i )

dx i

dt
= FS(i ) + (1 + � )� i hR (i ) � � ��h R (i )

dx i

dt
= FS(i ) + � i hR (i ) + � (� i � �� )hR (i ) (5.11)

En consecuencia, la forma simpli�cada de la ecuaci�on de evoluci�on se rees-
cribe como

dx i

dt
= FS(i ) � (FS(i ) � n i )n i + � (� i � �� )hR (i )

En esta expresi�on se incluye un t�ermino de elasticidad, proporcional al coe-
�ciente de elasticidad � , que libera a la super�cie de la rigidez presentada
por el modelo en la Ecuaci�on5.8. Adicionalmente se identi�can las pertur-
baciones (denotadas por el t�ermino (� i � �� )hR (i )) que se propagan por la
super�cie, y que son responsables de su evoluci�on y de que �esta alcance una
forma estable.

En el t�ermino � (� i � �� )hR (i ) pueden identi�carse dos expresiones con
signi�cado f��sico:

(� i � �� ) representa un ujo difusivo, expresi�on f��sica de la prop agaci�on
sobre la super�cie de la informaci�on local en el tiempo
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� representa la elasticidad de la malla, y est�a estrechamente relacio-
nado con la geometr��a de la super�cie

El compromiso entre estos dos elementos indica que la super�cie debe ser lo
su�cientemente el�astica para permitir que la difusi�on sea efectiva. De esta
manera, se ha introducido en el modelo un comportamiento dim�amico, lo
cual posibilita que la super�cie optimice su proceso de evoluci�on y llegue a
un estado de equilibrio que depende de� . Sin embargo, es necesario estimar
de alguna forma el valor �optimo para � , que exprese el equilibrio entre la
cantidad de elasticidad de la malla y la preservaci�on localdel �area. Un exceso
de elasticidad (como se muestra en la Figura5.4(d)) puede llevar la super�cie
a tomar una forma elipsoide, sin tener en cuenta restricci�on alguna sobre la
preservaci�on de las �areas locales.

(a) (b) (c) (d)

Figura 5.4: Efectos de variar el coe�ciente de elasticidad� (a) Super�cie
inicial (b) � = 0 (c) � = 0 ;3 (d) � � 1

La determinaci�on f��sica del valor de � se obtiene de la expresi�on del
funcional de energ��a el�astica de la super�cie

Eel =
1
2

Z
� (r z(x; y))2dS

y usando algunos de los m�etodos convencionales para minimizar el funcional,
como la ecuaci�on de Euler-Lagrange o la derivada de Gateaux, se obtiene

� /
p

�

de esta manera� determina el porcentaje de energ��a el�astica de la super�cie
que se utiliza para generar el proceso de evoluci�on de la misma.
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Cap��tulo 6

M�etodo de Deformaci�on para
Representaciones Suavizadas
de Super�cies
Neuroanat�omicas

Este Cap��tulo presenta un m�etodo novedoso de deformaci�on con pre-
servaci�on de m�etricas que permite generar representaciones suavizadas de
estructuras neuroanat�omicas. Estas super�cies, representadas por mallas de
tri�angulos, son modi�cadas de acuerdo a un campo de velocidad externo, el
cual incluye un componente dependiente de la curvatura local que garantiza
la preservaci�on local del �area.

El contenido de este Cap��tulo corresponde a la traducci�onal espa~nol del
art��culo \A Fast Mesh Deformation Method for Neuroanatomi cal Surface
Inated Representations", publicado en las Memorias del IEEE Paci�c-Rim
Symposium on Image and Video Technology PSIVT2007 [72].

6.1. Introducci�on

Las tecnolog��as computacionales han invadido recientemente la pr�actica
m�edica, transformando el desarrollo de las actividades cl��nicas y convir-
ti�endose en una herramienta importante para el diagn�ostico, tratamiento y
seguimiento de los pacientes. En particular, la utilizaci�on de modelos tridi-
mensionales, obtenidos de im�agenes m�edicas de Resonancia Magn�etica, To-
mograf��a de Emisi�on de Positrones o Tomograf��a Computar izada, mejora la
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visualizaci�on y el an�alisis funcional de estructuras anat�omicas con geometr��a
intrincada. Los estudios morfom�etricos requieren un altogrado de precisi�on
y reproducibilidad [26], tareas dif��ciles de alcanzar debido a la complejidad
de estas estructuras. La valoraci�on de longitudes y �areasen estas super�cies
es un proceso que consume mucho tiempo, y este factor limita la realizaci�on
de grandes vol�umenes de estudios anat�omicos. Esta problem�atica situaci�on
empeora cuando se considera que los estudios morfom�etricos presentan va-
riabilidades que pueden alcanzar un 30 % [26], un porcentaje inaceptable
para muchas investigaciones. Esta clase de procedimientospueden ser asisti-
dos por medio de t�ecnicas semi-automatizadas o totalmenteautom�aticas, las
cuales est�an orientadas generalmente a la medici�on de estructuras cerebrales
profundas a trav�es de estrategias basadas en objetos [60] o en voxeles [78].
Posteriormente, la deformaci�on de la super�cie en una m�assimple permite
superar la mayor��a de estas di�cultades, puesto que las mediciones pueden
realizarse sobre super�cies m�as simples y suaves [25, 4]. Estos an�alisis mor-
fom�etricos pueden ser simpli�cados si las longitudes y �areas son calculadas
sobre versiones de la super�cie m�as suaves y topol�ogicamente equivalentes,
restringidas a la condici�on de preservar las propiedades m�etricas de manera
apropiada.

Los modelos deformables, aquellos donde un contorno 2D o unasuper-
�cie 3D se hacen evolucionar hasta que toman la forma de un contorno o
super�cie objetivo, han sido tema de estudio en los �ultimosveinte a~nos. Los
modelos deformables 2D fueron introducidos por Kasset al. [48] y exten-
didos al caso 3D por Terzopouloset al. [80]. Un amplio rango de aplica-
ciones de estos modelos incluye el reconocimiento de patrones, la anima-
ci�on computarizada, el modelado geom�etrico, la simulaci�on y la segmenta-
ci�on de im�agenes, entre otras [63]. Una gran cantidad de trabajos previos
[11, 21, 22, 24, 20, 45, 23, 38, 30, 18, 29, 28] se enfocaron en la aplicaci�on de
los modelos deformables al an�alisis de la corteza cerebral. En estos art��culos,
se plantean varios modelos orientados a generar diferentestipos de represen-
taciones simpli�cadas. Estos trabajos introducen varios an�alisis basados en
super�cies de la corteza cerebral, tales como suavizado de super�cies, trans-
formaciones geom�etricas, proyecciones o mapeos, aplanado de super�cies y
otros tipos de deformaciones.

Los trabajos recientes en el �area de deformaci�on de super�cies se han
enfocado en generar tres tipos de representaciones: aplanadas, suavizadas
y esf�ericas. Los m�etodos de aplanado transforman la super�cie 3D original
en una representaci�on en el plano, insertando algunas veces l��neas de corte
en los bordes de la super�cie, una estrategia simple que permite reducir la
tensi�on en la super�cie aplanada. Los m�etodos de suavizado de super�cies
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expanden de manera iterativa la super�cie, conservando su forma general
y simpli�cando su geometr��a. Las representaciones esf�ericas o elipsoidales
pueden ser obtenidas de�niendo un mapeo conforme de la super�cie original
en la esfera o elipsoide. Estas representaciones est�an orientadas generalmente
a facilitar la visualizaci�on de una estructura particular , sin tener en cuenta
las restricciones de preservaci�on de las m�etricas.

Con respecto a los m�etodos de deformaci�on bajo la restricci�on de preser-
vaci�on de las m�etricas, varios trabajos se han dedicado a construir mapeos
conformes o cuasi-conformes de la super�cie cerebral. Estas aproximacio-
nes aplican un teorema importante de la geometr��a de Riemann, que indica
que una super�cie degenuscero (sin hoyos o intersecciones consigo misma)
puede ser mapeada de manera conforme en una esfera y cualquier porci�on
local de la super�cie puede ser mapeada en un disco. Los mapeos conformes
preservan �angulos, y algunos esfuerzos se han orientado a dise~nar tambi�en
mapeos con preservaci�on de �areas o preservaci�on aproximada de longitudes
[2, 37, 34, 41, 46, 87], reportando distorsiones m�etricas de cerca del 30 %
de la super�cie original. Por otro lado, otro grupo de m�etodos proponen un
conjunto de fuerzas locales, que garantizan una preservaci�on aproximada de
las m�etricas1 mientras suavizan la super�cie [29, 39, 37, 79]. Es bien sabi-
do que es imposible preservar de manera exacta las distancias, o preservar
�areas y �angulos de manera simult�anea debido a que la super�cie original y
su versi�on suavizada tienen una curvatura Gaussiana diferente [19]. Pons et
al. [67] presentan un m�etodo para deformar la super�cie cortical con una
distorsi�on en el �area menor al 5 %. Esta aproximaci�on util iza un movimiento
tangencial que depende del movimiento normal, constru��dopara asegurar
la preservaci�on del �area. Sin embargo, la implementaci�on es realizada uti-
lizando representaciones con alto costo computacional como los level sets
[75].

El objetivo principal es el de desarrollar un m�etodo de deformaci�on e�-
ciente y preciso para representaciones en malla de super�cies 3D, restringido
por fuertes condiciones de preservaci�on del �area. En el presente trabajo se
introduce una formulaci�on novedosa, que cumple con el requerimiento de
preservaci�on de �areas para super�cies en evoluci�on. La super�cie original,
aproximada por una malla de tri�angulos, es modi�cada al aplicar un cam-
po externo de velocidades, que conduce la super�cie de manera iterativa
hacia una con�guraci�on geom�etrica establecida. Este campo de velocidades
est�a compuesto de una fuerza de suavizado, utilizada para mover cada punto
de la super�cie en direcci�on del centroide de sus vecinos, yun t�ermino de

1Estos m�etodos reportan distorsiones m�etricas de hasta un 20 % de la super�cie original
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expansi�on radial. Este �ultimo t�ermino combina una veloc idad radial (como
la distancia a la super�cie de una esfera determinada) con uncomponente
geom�etrico que depende de la curvatura local y se encarga depreservar las
propiedades m�etricas locales.

6.2. M�etodos y Modelos

En esta secci�on se desarrolla el modelo matem�atico que incluye las con-
diciones para la preservaci�on del �area local de una super�cie en evoluci�on,
representada por una malla de tri�angulos. A continuaci�on se introducen los
t�erminos de suavizado y de expansi�on radial, los cuales dirigen el proceso de
deformaci�on. Finalmente se describe el modelo de velocidad completo, junto
con una descripci�on del algoritmo de evoluci�on de la super�cie.

6.2.1. Preservaci�on Local del �Area

El enfoque completo puede formularse como sigue: consid�erese una su-
per�cie representada por medio de una malla de tri�angulos ycompuesta de
N v�ertices o puntos. Esta malla es forzada a deformarse en unasuper�cie
objetivo, que cumpla con la restricci�on de preservar la m�etrica local Euclidia-
na. Se de�ne el �area total S

�
f x i gN

i =1

�
como una funci�on de las coordenadas

de los nodosx i , mientras que la condici�on de conservaci�on global deS sobre
el movimiento de losx i , parametrizada comox i (t), es

NX

i =1

_x i �
@

@x i
S

�
f xkgN

k=1

�
= 0 (6.1)

donde _x i denota la derivada dex i con respecto al par�ametro t (que corres-
ponde al tiempo).

El �area total S, escrita como la suma de las �areas de los tri�angulos en la
malla, puede ser descompuesta para un punto dado de coordenadasx i como

S =
X

l

si
l + S?

i

dondesi
l representa el �area de todos los tri�angulos que tienen ax i como uno

de sus v�ertices, yS?
i corresponde al �area del resto de los tri�angulos, ninguno

de los cuales tiene ax i como un v�ertice.
As��, se puede reescribir (6.1) por cada v�ertice como

NX

i =1

_x i �
@

@x i

X

l

si
l = 0
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de manera que una soluci�on conveniente a esta ecuaci�on es

_x i �
@

@x i

X

l

si
l = 0 (6.2)

la cual satisface claramente la condici�on buscada.
A partir de la expresi�on ( 6.2) se puede de�nir un vector

� i =
@

@x i

X

l

si
l

que puede ser visto como un \vector de curvatura" asociado ali -�esimo v�ertice
de manera que se garantiza la preservaci�on del �area local cuando la variaci�on
de x i es perpendicular a� i . Esta estimaci�on local de la curvatura � i es un
vector para cada punto de la malla, expresada como (ver Ap�endice B)

� i =
X

j 2 N i

jx j +1 � x j j
a � b cos�

2 sin�

donde N i es el conjunto de v�ertices vecinos al puntoi -�esimo, a = x i � x j
jx i � x j j y

b = x j +1 � x j
jx j +1 � x j j son vectores unitarios con direcciones de�nidas en el tri�angulo

con v�ertices i , j y j +1, y � es el �angulo entre ellos que satisfacea�b = cos � .

6.2.2. T�erminos de Suavizado

El t�ermino local de suavizado FSL (i ) es calculado para cada puntox i

como la diferencia entre el centro de masasxCM de los tri�angulos que com-
parten el v�ertice x i y la posici�on de este v�ertice, es decir

FSL (i ) = xCM (i ) � x i , where xCM (i ) =
1

N i

X

j 2 N i

x j

Por otro lado, el t�ermino global de suavizado es calculado como

FSG =
1
N

NX

i

X

j 2 N i

n i � (x i � x j )n i

donde n i es el vector normal promedio en cada tri�angulo que comparteel
v�ertice i -�esimo y la suma en j es sobre todos los vecinos del puntoi -�esimo.
El t�ermino de suavizado total FS(i ) = FSL (i ) + FSG, propuesto por Fischl
et al. [28], conduce cada v�ertice en la direcci�on del centroide de sus vecinos.
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6.2.3. Movimiento de Expansi�on Radial

En conjunto, el movimiento de expansi�on est�a dado por tres componen-
tes diferentes: una velocidad radial de�nida por el usuario, un componente
geom�etrico que depende de la curvatura local y una expansi�on radial que
empuja la super�cie hacia una esfera hipot�etica. Estas fuerzas apuntan en
direcci�on de la normal promedio n i del v�ertice i -�esimo, as��

hR (i ) = [ jv radial (i )j + F (� i ) + ( Rext � x i � n i )] n i

donde F (� i )) = �j � i j, de manera que si la curvatura es positiva (forma de
\barriga"), la super�cie es aplanada hacia el interior y cuando la curvatura
es negativa (forma \hundida"), la super�cie es aplanada hacia el exterior. El
valor de referenciaRext corresponde a la m�axima distancia entre la super�cie
completa y su centro de masas. Este t�ermino empuja hacia afuera los puntos
en direcci�on a la esfera circunscrita.

6.2.4. Modelo de Velocidad

Se asume que se impone un campo de deformaci�on de manera que cada
v�ertice x i se mueve con una \velocidad" particularv(x i ), la cual depende de
la posici�on del v�ertice. Entonces, la ecuaci�on de evoluci�on para cada punto
es

_x i = f SL (i ) + f SG + � i hR (i )

donde � i es un par�ametro local que da cuenta del peso relativo de la ex-
pansi�on radial y el suavizado. Esta funci�on de ponderaci�on se estima de la
relaci�on de conservaci�on local _x i � � i = 0:

� i = �
� i � (f SL (i ) + f SG)

� i � hR (i )
(6.3)

Para prevenir la aparici�on de fen�omenos de rigidez durante la evoluci�on
de la super�cie, se introduce un par�ametro adicional � dentro del t�ermino
de expansi�on

_x i = f SL (i ) + f SG + [(1 + � )� i � �� ]hR (i ) (6.4)

adicionalmente, se incluye una funci�on de ponderaci�on global

� = �
P

i � i � (f SL (i ) + f SG)
P

i � i � hR (i )

Esta ecuaci�on de evoluci�on combina, en una proporci�on aritm�etica, efectos
de preservaci�on local y global; que corresponde al modelo de movimiento
utilizado en este trabajo.

62



6.2.5. Modelo de Evoluci�on de la Super�cie

El campo externo de velocidad impone un movimiento de expansi�on o
contracci�on conducido por la fuerza radial. F��sicamente, esto corresponde
a una presi�on interna que act�ua en una super�cie suavizada, resultado de
un efecto de redistribuci�on de la tensi�on super�cial como respuesta a los
cambios de presi�on. El movimiento de expansi�on radial es consecuencia del
exceso de presi�on resultante. En concordancia con este esquema, se propone
un proceso de evoluci�on de la super�cie en dos fases. En la primera etapa,
s�olo se aplican los t�erminos de suavizado locales y global, actualizando las
posiciones de los puntos de la malla. Una vez la super�cie ha sido suavizada,
el factor de expansi�on radial, que incluye el t�ermino de preservaci�on local,
es calculado y aplicado a las coordenadas de los puntos de la super�cie
suavizada. El Algoritmo 1, presentado a continuaci�on, resume el proceso de
evoluci�on.

Algoritmo 1 Evoluci�on de la Super�cie
Fijar el paso de tiempo � t y el par�ametro �
repetir

Calcular la fuerza global de suavizadoFSG

para i = 1 hasta N hacer
Calcular la fuerza local de suavizadoFSL (i )
Actualizar las coordenadas de los puntos:
~x i (t) = x i (t) + [ FSL (i ) + FSG]� t

�n para
para i = 1 hasta N hacer

Calcular la fuerza de expansi�on radial hR (i )
Calcular el par�ametro de ponderaci�on local � i

�n para
Calcular el par�ametro de ponderaci�on global �
para i = 1 hasta N hacer

Actualizar las coordenadas de los puntos:
x i (t + dt) = ~x i (t) + [(1 + � )� i � �� ]hR (i )dt

�n para
hasta Satisfacer alg�un criterio de convergencia
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6.3. Resultados y Discusi�on

En esta secci�on se obtienen representaciones suavizadas para super�cies
generadas manualmente u obtenidas a partir de datos neuroanat�omicos rea-
les. A continuaci�on se introduce una descripci�on de las super�cies obtenidas
junto con consideraciones sobre la implementaci�on y la evaluaci�on.

6.3.1. Super�cies Sint�eticas

En una primera etapa, el modelo de deformaci�on fue evaluadosobre
super�cies sint�eticas, generadas y modi�cadas por medio de una rutina de
MathematicaTM (version 5.0), la cual implementa el proceso de evoluci�on de
la super�cie presentado en el Algoritmo1. Estas super�cies fueron obtenidas
por medio de la uni�on de �guras simples como se ilustra en la Figura 6.1, con
discontinuidades similares a las presentadas por los datosneuroanat�omicos
reales. El n�umero de tri�angulos var��a entre 192 y 288 y las unidades de
�area fueron de�nidas para cada super�cie a partir del espacio cartesiano
isotr�opico generado para cada caso. La Figura6.1 ilustra nuestra t�ecnica
sobre una super�cie sint�etica, constru��da utilizando do s esferas con lo que
se obtuvo una discontinuidad. La super�cie inicial se presenta en el panel
izquierdo y la super�cie resultante, despu�es de 25 iteraciones, en el panel
derecho. En este ejemplo, el �area total de ambas super�cieses 20; 95 unidades
de �area, de manera que el �area total fue preservada. N�otese que la fuerza de
suavizado, sujeta a la condici�on de preservaci�on, redistribuye la posici�on de
los puntos, un efecto que puede apreciarse en la �gura como latorsi�on de la
direcci�on principal de la super�cie.

La Figura 6.2muestra, sobre una super�cie sint�etica similar a un tallo ce-
rebral, como se evalu�o el modelo utilizando valores diferentes del par�ametro
� . La Figura 6.2 presenta la super�cie inicial (panel 6.2(a)) y los resultados
obtenidos con valores de� iguales a 0;5, 1;0 y 1;5 se muestran en los paneles
6.2(b), 6.2(c) and 6.2(d), respectivamente. Despu�es de 10 iteraciones con un
paso de tiempo �jado en dt = 0 ;1, las tres super�cies resultantes presentan
diferentes grados de deformaci�on, sin introducir distorsiones m�etricas.

6.3.2. Super�cies Reales

El rendimiento del proceso de evoluci�on fue evaluado tambi�en en su-
per�cies 3D obtenidas de datos neuroanat�omicos reales. Laimplementa-
ci�on fue desarrollada en C++, utilizando las funciones de la librer��a VTK
(www.vtk.org) para la interacci�on y visualizaci�on de estas estructuras. Estas
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(a) (b)

Figura 6.1: Resultado de aplicar nuestro modelo de deformaci�on a una su-
per�cie sint�etica (a) Super�cie inicial (b) Super�cie deformada

(a) (b) (c) (d)

Figura 6.2: Resultado de aplicar nuestro modelo de deformaci�on, usando
un valor � variable, a una super�cie sint�etica (a) Super�cie inicial (b) Con
� = 0 ;5 (c) Con � = 1 ;0 (d) Con � = 1 ;5
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rutinas fueron ejecutadas en un sistema Linux con un procesador Intel Core
2 Duo de 2.13 GHz y 2GB en memoria RAM.

Conjuntos de Datos

Como entradas del algoritmo se utilizaron super�cies de tri�angulos del
tallo cerebral y el cerebelo, segmentadas y reconstru��dasa partir de im�agenes
m�edicas. El tallo cerebral se obtuvo de una imagen de tomograf��a compu-
tarizada de 512� 512� 50, y la malla resultante se compone de 2800 puntos y
5596 tri�angulos. El cerebelo se obtuvo de una imagen de tomograf��a compu-
tarizada de 512� 512� 40 y como resultado se obtuvo una malla compuesta
de 4650 puntos y 9296 tri�angulos.

Aspectos de Implementaci�on

El esquema de sobre-relajaci�on propuesto en la Ecuaci�on6.4 para la inte-
graci�on, fue reemplazado por un esquema predictor-corrector de un paso [68]
(ver Ap�endice A). La condici�on de preservaci�on local se introduce a trav�es
de un par�ametro � i que obliga al vector de curvatura � i a ser perpendicu-
lar a la direcci�on de la fuerza de suavizado. El denominadordel par�ametro
� i (ver Ecuaci�on 6.3) se restringi�o a valores mayores que 0;001 para evitar
discontinuidades. El factor de preservaci�on del �area global � facilita un ma-
nejo adecuado de la contribuci�on de preservaci�on generalmientras relaja la
condici�on de conservaci�on local. Se introduce adem�as elpar�ametro � para
gestionar el balance entre las contribuciones locales y globales (ver Ecuaci�on
6.4). Todos los ejemplos usan un par�ametro� = 0 ;2 y un paso de tiempo
� t = 0 ;001. Finalmente, la fuerza de suavizado total fue ponderadacon un
factor de 1;2 en la misma ecuaci�on.

Aspectos de Evaluaci�on

Para la evaluaci�on, se introduce un factor de �area localJ i en un punto
x i de la super�cie como J i = A0

pi
=At

pi
, donde A0

pi
es el �area inicial y A t

pi

es el �area actual del parche alrededor de este punto, de�nido como el �area
de los tri�angulos que comparten el punto x i . Un J i decreciente indica que
el �area local se est�a expandiendo, mientras que unJ i creciente indica una
contracci�on del �area local. Adicionalmente, se de�ne el factor de �area pro-
medio como �J = 1=N

P N
i J i y el factor de �area normalizado como la raz�on

entre el factor de �area local J i y el factor de �area promedio �J . Este factor
J= �J corresponde a una estimaci�on de los cambios de las �areas locales con
respecto a la distorsi�on del �area total de la super�cie.
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Resultados

(a)

(b) (c) (d) (e)

Figura 6.3: Resultado de aplicar nuestro modelo de deformaci�on a una su-
per�cie del tallo cerebral (a) Super�cie inicial (b) Iteraci�on 500 (c) Iteraci�on
1000(d) Iteraci�on 2000 (e) Iteraci�on 3000

La Figura 6.3 ilustra el proceso de deformaci�on sobre datos reales del
tallo cerebral. El panel superior (Figura 6.3(a)) corresponde a la super�cie
original y las �guras inferiores 6.3(b), 6.3(c), 6.3(d) y 6.3(e) presentan las
mallas resultantes despu�es de 500, 1000, 2000 y 3000 iteraciones, respectiva-
mente. El m�etodo de deformaci�on, aplicado sobre la malla del tallo cerebral,
presenta una distorsi�on del �area local cercana al 4 % en el 97 % de los par-
ches despu�es de 3000 iteraciones. Respecto al rendimiento, la imagen 6.3(e)
se obtuvo despu�es de 223 s, un tiempo considerado como adecuado para
mediciones en estudios morfom�etricos reales.

La Tabla 6.1 muestra el factor de �area normalizado en el intervalo [0; 2]
para la super�cie del tallo cerebral. Una raz�on cercana a uno indica peque~nos
cambios en el �area, en otras palabras, los cambios locales yglobales son
comparables. Las �guras indican peque~nos cambios dado quela mayor��a de
los parches presentan una raz�on cercana a 1.

Para la malla del cerebelo, la distorsi�on del �area local escercana al 4 %
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J= �J N�umero de parches % de parches
0;0 � 0;75 0 0 %
0;76 � 0;95 0 0 %
0;96 � 1;04 2722 97;21 %
1;05 � 1;24 71 2;54 %
1;25� 2;0 7 0;25 %

Tabla 6.1: Factor de �area normalizado J= �J para la super�cie del tallo cere-
bral

(a)

(b) (c) (d) (e)

Figura 6.4: Resultado de aplicar nuestro modelo de deformaci�on a una su-
per�cie del cerebelo(a) Super�cie inicial (b) Iteraci�on 500 (c) Iteraci�on 1000
(d) Iteraci�on 2000 (e) Iteraci�on 3000

en el 99 % de los parches hasta la iteraci�on 3000. La Figura6.4 presenta
im�agenes de la deformaci�on: el panel superior (Figura6.4(a)) corresponde a
la super�cie inicial y las �guras inferiores 6.4(b), 6.4(c), 6.4(d) y 6.4(e) pre-
sentan las mallas resultantes despu�es de 500, 1000, 2000 y 3000 iteraciones,
respectivamente. El tiempo de c�alculo para 3000 iteraciones es de 366 s. El
factor de �area normalizado, como se muestra en la Tabla6.2, es nuevamente
consistente con los peque~nos cambios en el �area.

An�alisis de Rendimiento

La Tabla 6.3 resume el tiempo de procesamiento requerido para gene-
rar las mallas resultantes presentadas anteriormente. Es importante recalcar
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J= �J N�umero de parches % de parches
0;0 � 0;75 0 0 %
0;76 � 0;95 12 0;26 %
0;96 � 1;04 4622 99;40 %
1;05 � 1;24 0 0 %
1;25� 2;0 16 0;34 %

Tabla 6.2: Factor de �area normalizado J= �J para la super�cie del cerebelo

que las mallas intermedias obtenidas despu�es de cada iteraci�on no son vi-
sualizadas y �unicamente se presenta al usuario la super�cie �nal. Como se
observa en la Tabla6.3, la CPU ejecuta 8;2 iteraciones para la malla del
cerebelo en un segundo, mientras que la super�cie del tallo cerebral requiere
13;5 iteraciones en el mismo tiempo, resultados perfectamentecompatibles
con la pr�actica cl��nica real.

Conjuntos N�umero Tiempo de procesamiento
de datos de puntos Iter. 500 Iter. 1000 Iter. 2000 Iter. 3000

Tallo cerebral 2800 37 s 74 s 147 s 223 s
Cerebelo 4650 61 s 122 s 244 s 366 s

Tabla 6.3: Tiempos de procesamiento requeridos para generar las super�cies
de ejemplo
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Cap��tulo 7

Prototipo de Visualizaci�on y
Medici�on

Una vez completada la formulaci�on del modelo de deformaci�on, debe te-
nerse en cuenta la necesidad de una aplicaci�on que permita al usuario leer un
archivo que representa una estructura 3D, aplicar el m�etodo de deformaci�on
planteado y cuanti�car la distorsi�on en las m�etricas intr oducida por el proce-
dimiento. Inicialmente, esta aplicaci�on proveer�a la inf raestructura necesaria
para la validaci�on y pruebas del modelo; y posteriormente llegar�a a ser el
prototipo de una aplicaci�on que permita a los especialistas m�edicos realizar
y cuanti�car an�alisis morfom�etricos sobre cualquier est ructura o grupo de
ellas.

7.1. Metodolog��a de Desarrollo

Se requiere el desarrollo de una aplicaci�on que permita la visualizaci�on
de la super�cie 3D y del proceso de deformaci�on de la misma, yque adem�as
ofrezca al usuario la funcionalidad para cuanti�car el conjunto de m�etricas.
La metodolog��a de desarrollo de software escogida para la implementaci�on de
esta herramienta es la construcci�on de prototipos de formaevolutiva, con el
�n de que, en cada etapa del proyecto, el aplicativo provea lafuncionalidad
b�asica para la validaci�on y pruebas.

La metodolog��a contempla una etapa de inicializaci�on, donde se de�nen
los objetivos que se piensan cumplir en cada iteraci�on. Luego, se realiza la
parte iterativa, en donde, de acuerdo a los objetivos trazados, se hace la
planeaci�on, an�alisis, dise~no e implementaci�on. Al terminar estas tareas, se
hacen evaluaciones y pruebas para determinar si los objetivos se cumplieron.
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Luego, las dos etapas se repiten, hasta que el producto �nal cumple todas
las especi�caciones y satisface los requerimientos del usuario. Para esto,
generalmente se mantiene una lista de control donde se especi�can todas las
tareas que deben ser realizadas.

7.2. Componentes Principales

El prototipo computacional desarrollado para la visualizaci�on y medici�on
de las super�cies 3D simpli�cadas est�a compuesto por la implementaci�on del
m�etodo de deformaci�on, los algoritmos para medici�on sobre las super�cies
y para la cuanti�caci�on de las distorsiones, y los componentes b�asicos de la
interfaz de usuario.

7.2.1. Implementaci�on del M�etodo de Deformaci�on

La implementaci�on del m�etodo de deformaci�on planteado en el Cap��tulo
6 consisti�o en la traducci�on a lenguaje C++ del Algoritmo 1, junto con la
implementaci�on del esquema predictor-corrector y de las operaciones vecto-
riales necesarias.

7.2.2. C�alculo de las Medidas

Los algoritmos para el c�alculo de las �areas y longitudes sobre super�cies
3D var��an dependiendo del tipo de representaci�on utilizado para generar las
super�cies 3D: mallas poligonales, representaciones con voxeles, super�cies
param�etricas, super�cies impl��citas, modelos de geometr��a s�olida construc-
tiva (CSG), y algunos m�as.

En el caso de mallas poligonales, el c�alculo de la distanciaentre dos
puntos puede realizarse avanzando por las aristas y sumandosus longitudes.
Cuando se requieren valores exactos para las distancias, esposible tomar
diversos puntos sobre la malla e interpolar una curva que permita calcular
la distancia. Para el c�alculo de las �areas, es necesario de�nir una frontera
que corresponda con las aristas de los pol��gonos constituyentes, y luego se
suman las �areas de todos los pol��gonos que quedan dentro dela frontera.
Para calcular �areas de manera m�as exacta, es posible interpolar la curva de
frontera y utilizar m�etodos de subdivisi�on de pol��gonos para encontrar las
contribuciones de cada uno de los pol��gonos al �area total.

Para la cuanti�caci�on de la distorsi�on m�etrica introduc ida por el m�etodo
de deformaci�on, se implement�o el c�alculo del factor de �area normalizado para
cada uno de los puntos de la super�cie. Con estos valores se construye un
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histograma que permite identi�car el porcentaje de parches(o �areas locales)
afectados por la distorsi�on.

7.3. Requerimientos de Hardware y Software

El desarrollo de la aplicaci�on requiere una librer��a para visualizar e in-
teractuar con las super�cies tridimensionales, en este caso se utiliz�o VTK
(Visualization ToolKit ), librer��a de c�odigo abierto y multiplataforma, com-
puesta de clases C++ e interfaces interpretadas para lenguajes como Tcl/Tk,
Java y Phyton. Tambi�en se requiere una librer��a para elaborar la interfaz de
usuario, conVTKy lenguaje C++ es posible utilizar WxWidgets.

En cuanto a los requerimientos de hardware, para la correctavisuali-
zaci�on de las super�cies 3D y una interacci�on m�as r�apida , se requiere una
tarjeta de video con m��nimo 128MB de memoria independiente.

7.4. Descripci�on del Prototipo

El prototipo de visualizaci�on desarrollado consta de una ventana dividida
en dos paneles, como se muestra en la Figura7.1. En el panel izquierdo se
visualiza la super�cie original, mientras que el panel de laderecha presenta
la super�cie deformada obtenida al ejecutarse las iteraciones indicadas al
inicio de la aplicaci�on. La librer��a de visualizaci�on pr ovee herramientas para
que el usuario interact�ue con las super�cies 3D, permitiendo operaciones de
escalamiento, rotaci�on y traslaci�on en los tres ejes (x, y y z).

Conjuntamente con la super�cie deformada, el prototipo entrega infor-
maci�on sobre el cambio en el �area total de la estructura 3D, as�� como el
factor de �area promedio para los parches en la super�cie (Figura 7.2). El
factor de �area normalizado, utilizado para cuanti�car el p orcentaje de par-
ches afectados por la distorsi�on m�etrica, es calculado para cada uno de los
puntos en la super�cie. Con estos valores, la aplicaci�on genera un archivo
de texto separado por comas (.cvs) con el histograma, el cualpuede gra�-
carse para visualizar los porcentajes de distorsi�on y la cantidad de parches
afectados.
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Figura 7.1: Previsualizaci�on del prototipo de visualizaci�on desarrollado

Figura 7.2: Informaci�on complementaria de la super�cie entregada por el
prototipo
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Cap��tulo 8

Conclusiones

Los m�etodos para deformar super�cies son ampliamente usados en dife-
rentes disciplinas como la computaci�on gr�a�ca, el dise~no gr�a�co y de modas,
la animaci�on por computador y la publicidad, entre otras. En medicina, estos
facilitan la visualizaci�on de las caracter��sticas estructurales y funcionales de
los vol�umenes anat�omicos. Estos vol�umenes se generan con diferentes t�ecni-
cas como tomograf��a computarizada, resonancia magn�etica, tomograf��a por
emisi�on de positrones y ecograf��a 3D. Los an�alisis que serealizan sobre estos
vol�umenes requieren un nivel de precisi�on mucho mayor porcuanto el cono-
cimiento m�edico depende de la posibilidad de realizar medidas que proveen
informaci�on vital sobre la condici�on del paciente.

Existen diferentes clases de deformaciones de super�cies:aplanado, ali-
sado, mapeo y metamorfosis, bajo las cuales se pueden agrupar los m�etodos
publicados m�as recientemente. Las caracter��sticas particulares de cada m�eto-
do lo pueden hacer m�as o menos adecuado para ciertos tipo de problema.
Espec���camente en el problema de morfometr��a de estructuras anat�omicas,
en el cual se caracterizan cuantitativamente �areas y longitudes para anali-
zar cambios en las estructuras, es importante asegurar la precisi�on en es-
tas mediciones. De esta manera, los m�etodos de deformaci�on aplicables a
los an�alisis morfom�etricos deben enfocarse primordialmente en garantizar la
preservaci�on de �areas y/o longitudes a lo largo del proceso de evoluci�on de
la super�cie.

En este trabajo se present�o un m�etodo de deformaci�on que permite ge-
nerar representaciones suavizadas de estructuras neuroanat�omicas garanti-
zando la conservaci�on local del �area. Estas estructuras est�an representadas
como super�cies 3D aproximadas por mallas de tri�angulos, de manera que
estas simples representaciones permiten obtener una deformaci�on e�ciente y
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r�apida sujeta a una preservaci�on del �area local. Este enfoque es e�ciente de-
bido a los peque~nos cambios en el �area y r�apido en t�erminos de visualizaci�on
adecuada para la pr�actica cl��nica real.

La velocidad de cada nodo est�a dada por un campo de movimiento
geom�etrico y variable al cual se aplican las restriccionesde preservaci�on del
�area. Se utiliza una restricci�on de preservaci�on del �ar ea que combina t�ermi-
nos locales y globales para aumentar el �exito del algoritmo. La estructura
matem�atica del modelo de movimiento con restricciones permite integrar
f�acilmente el movimiento por cada nodo, sin necesidad de resolver grandes
sistemas de ecuaciones en cada paso de integraci�on.

Finalmente, se present�o la aplicabilidad de este algoritmo para calcular
representaciones suavizadas de estructuras neuroanat�omicas a partir de da-
tos reales. Los porcentajes obtenidos para la distorsi�on de las �areas locales,
cercanos al 4 %, son congruentes y comparables con los resultados presenta-
dos por otros m�etodos de deformaci�on similares.

8.1. Trabajos Futuros

El modelo planteado corresponde a una exploraci�on inicialde la defor-
maci�on de super�cies inspirada en modelos f��sicos de difusi�on. Sin embargo,
a�un quedan por estudiar varios t�opicos relacionados que garantizan la con-
tinuidad del proyecto dentro del grupo de investigaci�on BioIngenium. Entre
ellos se encuentran:

Validaci�on con otras super�cies: Se espera utilizar un conjunto
de im�agenes m�edicas de resonancia magn�etica y tomograf��a compu-
tarizada para segmentar y generar representaciones 3D de diferentes
estructuras neuroanat�omicas como el cerebelo, el tallo cerebral y el
cerebro. Estos conjuntos de super�cies 3D se utilizar��an para evaluar
la variabilidad en los porcentajes de distorsi�on de las �areas locales en-
tregados por el m�etodo de deformaci�on. Tambi�en se esperaevaluarlo
con diferentes super�cies sint�eticas que presenten grados variables de
complejidad.

An�alisis de par�ametros: Se requiere determinar el procedimiento
para estimar el valor �optimo del par�ametro � que requerir��a una su-
per�cie particular para evolucionar minimizando el porcentaje de dis-
torsi�on de las �areas locales.

Extensi�on de criterios: Se considera importante explorar las posibi-
lidades que ofrece el m�etodo planteado de ser ampliado paraincorporar
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otros principios de conservaci�on, como la preservaci�on de longitudes,
arcos o �angulos.

Inclusi�on de nuevas funcionalidades al prototipo: El prototipo
de visualizaci�on ofrece una funcionalidad m��nima para la interacci�on
con las super�cies y sus versiones simpli�cadas. Sin embargo, para fa-
cilitar la usabilidad de la herramienta en la pr�actica cl�� nica actual, es
necesario complementarla con una interfaz de usuario adecuada y con
funciones para la manipulaci�on de im�agenes m�edicas, para la segmen-
taci�on y reconstrucci�on de las estructuras 3D y para la medici�on de
�areas y longitudes de�nidas por el usuario.

Evaluaci�on cl��nica: Adicionalmente, es necesario complementar el
planteamiento del modelo con la evaluaci�on cl��nica del m�etodo en es-
tudios morfom�etricos reales.
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Ap�endice A

M�etodos Num�ericos

A.1. Esquema Predictor-Corrector

Los m�etodos predictor-corrector son com�unmente utilizados para la re-
soluci�on num�erica de problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales
ordinarias [68]. Como su nombre lo indica, se componen de dos etapas, en la
predicci�on se extrapola un ajuste polinomial de la derivada partiendo de va-
rios puntos previos hacia el nuevo punto, y en la correcci�onesto es utilizado
para interpolar la derivada.

Uno de los m�etodos predictor-corrector m�as utilizados es el esquema
Adams-Bashforth-Moulton, m�etodo multipaso derivado del teorema funda-
mental del c�alculo

y(tk+1 ) = y(tk ) +
Z tk +1

tk

f (t; y (t)) dt (A.1)

La etapa de predicci�on utiliza la aproximaci�on por polino mios de Lagran-
ge def (t; y (t)) basado en los puntos (tk� 3; f k� 3), ( tk� 2; f k� 2), ( tk� 1; f k� 1)
y (tk ; f k), integrando sobre el intervalo [tk ; tk+1 ] en A.1. Con esto se obtiene
la predicci�on de Adams-Bashforth de orden cuatro:

pk+1 = yk +
h
24

(� 9f k� 3 + 37f k� 2 � 59f k� 1 + 55f k ) (A.2)

Teniendo en cuenta s�olo los puntos (tk� 2; f k� 2); (tk� 1; f k� 1) y ( tk ; f k ), se
obtiene la predicci�on de orden tres:

pk+1 = yk +
h
12

(5f k� 2 � 16f k� 1 + 23f k ) (A.3)
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La correcci�on se lleva a cabo de manera similar, teniendo encuenta esa
vez el valor ya calculadopk+1 . Un segundo polinomio de Lagrange es cons-
tru��do, para el caso de orden cuatro, con los puntos (tk� 2; f k� 2), ( tk� 1; f k� 1),
(tk ; f k ) y el nuevo punto (tk+1 ; f k+1 ) = ( tk+1 ; f (tk+1 ; pk+1 )). Este polino-
mio es integrado en el intervalo [tk ; tk+1 ], obteniendo el corrector Adams-
Moulton:

yk+1 = yk +
h
24

(f k� 2 � 5f k� 1 + 19f k + 9 f k+1 ) (A.4)

para el caso de orden tres, el corrector tiene la siguiente forma:

yk+1 = yk +
h
12

(� f k� 1 + 8 f k + 5 f k+1 ) (A.5)

Dentro del m�etodo predictor-corrector, ocurren tres procesos de manera
consecutiva: la etapa de predicci�on (P), la evaluaci�on de la derivada f k+1

a partir de la predicci�on pk+1 (E), y la etapa de correcci�on (C). En esta
notaci�on, iterar m veces el corrector se escribir��a comoP(EC )m . Tambi�en se
tiene la opci�on de �nalizar con un paso C o un E. La estrategia recomendada
generalmente esPECE , dado que unaE �nal entrega mejores resultados.

A.2. M�etodo del Gradiente Conjugado

El m�etodo del Gradiente Conjugado es un m�etodo efectivo para resolver
sistemas de ecuaciones lineales sim�etricos y de�nidos positivos [7]. Consiste
en la generaci�on secuencial de aproximaciones sucesivas ala soluci�on, con-
juntamente con los residuos correspondientes y las direcciones de b�usqueda
necesarias para actualizar los estimados y los residuos. Cada iteraci�on del
m�etodo requiere la evaluaci�on de dos productos punto paraobtener valo-
res escalares de actualizaci�on que hacen que las secuencias cumplan ciertas
condiciones de ortogonalidad. En un sistema lineal sim�etrico y de�nido posi-
tivo estas condiciones implican la minimizaci�on de la distancia a la soluci�on
verdadera.

Las aproximacionesx i son actualizadas en cada iteraci�on por un m�ultiplo
(� i ) del vector de direcci�on de b�usqueda pi

x i = x i � 1 + � i pi

Los residuosr i = b� Ax i son actualizados a su vez mediante

r i = r i � 1 � �q i donde qi = Api (A.6)

Sobre todas las posibilidades de� en A.6, la escogencia de� = � i =
r T

i � 1r i � 1=pT
i Api minimiza r T

i A � 1r i .
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Los residuos se utilizan para actualizar las direcciones deb�usqueda

pi = r i + � i � 1pi � 1 (A.7)

donde, para garantizar quepi y Api � 1 (o, de manera equivalente,r i y r i � 1)
son ortogonales, se escoge� i = r T

i r i =rT
i � 1r i � 1. Esta escogencia de� i hace que

pi y r i sean ortogonales a todos losApj y r j precedentes, respectivamente.

Algoritmo 2 M�etodo del Gradiente Conjugado
Calcular r0 = b� Ax 0 para una aproximaci�on inicial x0

para i = 1 ; 2; : : : hacer
� i � 1 = r T

i � 1r i � 1

si i = 1 entonces
p1 = r0

si no
� i � 1 = � i � 1=� i � 2

pi = r i � 1 + � i � 1pi � 1

�n si
qi = Api

� i = � i � 1=pT
i qi

x i = x i � 1 + � i pi

r i = r i � 1 � � i qi

Veri�car convergencia, continuar si es necesario
�n para
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Ap�endice B

Derivaci�on del Vector � i

Para calcular el vector � i se calculan las �areas de los tri�angulos que el
punto x i forma con los sucesivos pares de v�ertices vecinosx j y x j +1 . La
magnitud de dicha �area viene dada por el m�odulo del producto vectorial

~sij =
1
2

(x i � x j ) � (x j +1 � x j )

Dado que este m�odulo vale

jsij j =
1
2

jx i � x j j j x j +1 � x j j sin � i;j;j +1

(donde� i;j;j +1 es el �angulo que forman los dos vectores diferencia en el v�ertice
x j ) es f�acil ver que su cuadrado est�a relacionado con el producto escalar por

jsij j2 =
1
4

jx i � x j j2jx j +1 � x j j2 sin2 � i;j;j +1

=
1
4

jx i � x j j2jx j +1 � x j j2(1 � cos2 � i;j;j +1 )

=
1
4

�
jx i � x j j2jx j +1 � x j j2 � [(x i � x j ) � (x j +1 � x j )]2	

Esta expresi�on, derivada respecto ax i da

rj sij j2 =
1
2

�
jx j +1 � x j j2(x i � x j ) � [(x i � x j ) � (x j +1 � x j )](x j +1 � x j )

�
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La derivada respecto ax i de jsij j valdr�a

2jsij jrj sij j = rj sij j2

rj sij j =
rj sij j2

2jsij j

=
1
2

�
jx j +1 � x j j2(x i � x j ) � [(x i � x j ) � (x j +1 � x j )](x j +1 � x j )

�

p
jx i � x j j2jx j +1 � x j j2 � [(x i � x j ) � (x j +1 � x j )]2

El vector � i tendr�a, entonces, la expresi�on

� i =
1
2

X

j

�
jx j +1 � x j j2(x i � x j ) � [(x i � x j ) � (x j +1 � x j )](x j +1 � x j )

�

p
jx i � x j j2jx j +1 � x j j2 � [(x i � x j ) � (x j +1 � x j )]2

la cual se puede simpli�car m�as, aplicando las siguientes expresiones:

(x i � x j ) = jx i � x j ja

(x j +1 � x j ) = jx j +1 � x j jb

con las que se obtiene

� i =
1
2

X

j

jx j +1 � x j j
(a � b cos� )
p

1 � cos2 �

=
X

j

jx j +1 � x j j
(a � b cos� )

2 sin�

donde � es el �angulo entre los vectoresa y b que satisfacea � b = cos � ,
como se ilustra en la FiguraB.1.

Figura B.1: Ilustraci�on del �angulo �
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Ap�endice C

Aproximaci�on de
� (n � 1)

R R
� (HvN � HvN )� j dS

por Elementos Finitos

La aproximaci�on de la expresi�on � (n� 1)
R R

� (HvN � HvN )� j dS sobre los
elementos �nitos, es decir, sobre los tri�angulos que constituyen la super�cie
discreta, se reduce a encontrar la soluci�on de la integral

Z Z

T
 (x)� (x)dS

con  (x) = ( HvN � HvN )jx y � (x) = � j .
Para poder evaluar esta doble integral sobre el tri�angulo (el elemento

�nito escogido), es necesario describir el comportamientode las funciones
 (x) y � (x) de manera continua, ya que �unicamente se conocen sus valores
en los v�ertices que de�nen el tri�angulo. Tambi�en se requi ere de�nir los l��mites
de integraci�on en funci�on de los puntos conocidos del tri�angulo, es decir, de
las coordenadasx y y de sus v�ertices. Estas consideraciones se ilustran en
la Figura C.1

La de�nici�on de los l��mites de integraci�on xa y xb en funci�on de los valores
conocidos parax y y se consigue a partir de la forma de la ecuaci�on de la
recta dados dos puntos conocidos, as��

xa � x j

y � 0
=

x i � x j

yi � 0
) xa = x j +

y(x i � x j )
yi

x j +1 � xb

0 � y
=

x j +1 � x i

0 � yi
) xb = x j +1 +

y(x i � x j +1 )
yi
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Figura C.1: Ilustraci�on de las consideraciones sobre el elemento �nito

El comportamiento continuo de las funciones (x) y � (x) se describe
a partir de las construcciones comunes para la ecuaci�on de la recta, obte-
ni�endose as��

� (x; y) =
y
yi

(C.1)

 (x; y) = a + b(x � x i ) + cy (C.2)

Para el caso de (x:y), es necesario estimar los valores de los coe�cientes
que la describen, es decir, las expresiones para estimara, b y c en funci�on de
los valores conocidos de . Para esto, se eval�ua la expresi�on en cada v�ertice
del tri�angulo

 (x i ) =  i = a + cyi

 (x j ) =  j = a + b(x j � x i )

 (x j +1 ) =  j +1 = a + b(x j +1 � x i )

y se utilizan estas ecuaciones para despejar los tres coe�cientes:

Coe�ciente b:
 j �  j +1 = b(x j � x j +1 )

b =
 j +1 �  j

x j +1 � x j
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Coe�ciente a:

 j = a +
 j +1 �  j

x j +1 � x j
(x j � x i )

a =  j �
 j +1 �  j

x j +1 � x j
(x j � x i )

a =
 j (x j +1 � x j ) � ( j +1 �  j )(x j � x i )

(x j +1 � x j )

a =
 j (x j +1 � x i ) +  j +1 (x i � x j )

(x j +1 � x j )

Coe�ciente c:

 i =
 j (x j +1 � x i ) +  j +1 (x i � x j )

(x j +1 � x j )
+ cyi

c =
1
yi

�
 i �

 j (x j +1 � x i ) +  j +1 (x i � x j )
(x j +1 � x j )

�

c =
1
yi

�
 i (x j +1 � x j ) �  j (x j +1 � x i ) �  j +1 (x i � x j )

(x j +1 � x j )

�

Con estas de�niciones, ya es posible evaluar la doble integral de manera
discreta:

Z Z

T
 (x)� (x)dS =

Z yi

0

Z xb

xa

y
yi

(a + b(x � x i ) + cy)dxdy

=
Z yi

0

Z xb

xa

y
yi

((a � bxi ) + bx + cy)dxdy

haciendo ~a = a � bxi e integrando con respecto a x

=
Z yi

0

y
yi

�
~ax +

bx2

2
+ cyx

� xb

xa

dy

evaluando en los extremos

=
Z yi

0

y
yi

�
~a(xb � xa) +

b(x2
b � x2

a)
2

+ cy(xb � xa)
�

dy

(C.3)

Utilizando las expresiones derivadas anteriormente paraxa y xb es po-
sible simpli�car ( xb � xa) y ( x2

b � x2
a) para que la doble integral quede en

funci�on de los valores conocidos parax y y:
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xb � xa

xb � xa = x j +1 �
y(x j +1 � x i )

yi
� x j �

y(x i � x j )
yi

= ( x j +1 � x j ) �
y(x j +1 � x j )

yi

= ( x j +1 � x j )
�

1 �
y
yi

�
(C.4)

x2
b � x2

a

x2
b � x2

a =
�

x j +1 �
y(x j +1 � x i )

yi

� 2

�
�

x j +
y(x i � x j )

yi

� 2

= x2
j +1 � 2x j +1

y(x j +1 � x i )
yi

+
y2(x j +1 � x i )2

y2
i

� x2
j � 2x j

y(x i � x j )
yi

�
y2(x i � x j )2

y2
i

= x2
j +1 � 2x2

j +1
y
yi

+ 2x j +1 x i
y
yi

+ x2
j +1

y2

y2
i

� 2x j +1 x i
y2

y2
i

� x2
j � 2x j x i

y
yi

+ 2x2
j

y
yi

+ 2x i x j
y2

y2
i

� x2
j
y2

y2
i

= x2
j +1

�
1 � 2

y
yi

+
y2

y2
i

�
� x2

j

�
1 � 2

y
yi

+
y2

y2
i

�

� 2x i
y2

y2
i

(x j +1 � x j ) + 2 x i
y
yi

(x j +1 � x j )

= ( x2
j +1 � x2

j )
�

1 �
y
yi

� 2

+ 2x i (x j +1 � x j )
�

y
yi

�
y2

y2
i

�

= ( x2
j +1 � x2

j )
�

1 �
y
yi

� 2

+ 2x i (x j +1 � x j )
�

y
yi

� �
1 �

y
yi

�

(C.5)

Estas expresiones pueden reemplazarse en la Ecuaci�onC.3 para seguir
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simpli�cando la integral doble:

Z Z

T
 (x)� (x)dS =

Z yi

0

y
yi

"

~a(x j +1 � x j )
�

1 �
y
yi

�

+
b
2

�
(x2

j +1 � x2
j )

�
1 �

y
yi

� 2

+ 2x i (x j +1 � x j )
�

y
yi

� �
1 �

y
yi

��

+ cy(x j +1 � x j )
�

1 �
y
yi

� #

dy

=
Z yi

0

y
yi

"

(~a + cy)(x j +1 � x j )
�

1 �
y
yi

�

+
b
2

�
(x j +1 � x j )(x j +1 + x j )

�
1 �

y
yi

� 2

+ 2x i (x j +1 � x j )
�

y
yi

� �
1 �

y
yi

�� #

dy

=
Z yi

0
(x j +1 � x j )

�
y
yi

� �
1 �

y
yi

� (

(~a + cy)

+
b
2

�
(x j +1 + x j )

�
1 �

y
yi

�
+ 2x i

�
y
yi

�� )

dy

(C.6)

Teniendo en cuenta que las siguientes expresiones son equivalentes

yi

Z yi

0

�
y
yi

� �
1 �

y
yi

� n dy
yi

= yi

Z yi

0

�
1 �

y
yi

� �
y
yi

� n dy
yi

=
1

(n + 1)( n + 2)

pueden utilizarse para integrar f�acilmente con respecto ay en la Ecuaci�on
C.6 y encontrar as�� una expresi�on discreta de la integral doble:

Z Z

T
 (x)� (x)dS = yi (x j +1 � x j )

�
~a
6

+
~c

12
+

b
12

�
(x j +1 + x j )

2
+ x i

��

(C.7)
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siendo

~a = a � bxi =
 j x j +1 �  j +1 x j

(x j +1 � x j )

~c = cyi =
 i (x j +1 � x j ) �  j (x j +1 � x i ) �  j +1 (x i � x j )

(x j +1 � x j )

b =
 j +1 �  j

x j +1 � x j

Si se reemplazan las expresiones correspondientes a cada coe�ciente, la
forma discreta de la integral doble se simpli�ca a�un m�as

Z Z

T
 (x)� (x)dS =

yi (x j +1 � x j )
12

�
 i +

 j +  j +1

2

�
(C.8)

Finalmente, si se tiene en cuenta que de acuerdo a la construcci�on de la
Figura C.1 la expresi�on f yi (x j +1 � x j )g=2 representa el �area del tri�angulo, y
recobrando el factor� (n � 1) que inicialmente multiplica a la integral doble,
se obtiene la aproximaci�on de su valor discreto sobre el elemento �nito

� (n � 1)
Z Z

�
(HvN � HvN )� j dS = � (n � 1)

A i;j;j +1

6

�
 i +

 j +  j +1

2

�

(C.9)
con A i;j;j +1 el �area del tri�angulo de�nido por los v�ertices i , j y j + 1.
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Ap�endice D

Productos

Art��culo en Conferencia Internacional

Andrea Rueda, �Alvaro Perea, Daniel Rodr��guez-P�erez y Eduardo Rome-
ro. A Fast Mesh Deformation Method for Neuroanatomical SurfaceIna-
ted Representations. Memorias del IEEE Paci�c-Rim Symposium in Image
and Video Technology, Lecture Notes in Computer Science Series, Springer-
Verlag. Vol. 4872, P�ag 75-86. 2007.

Art��culo en Revista Nacional

Andrea Rueda y Eduardo Romero. Morfometr��a de Super�cies Com-
plejas Usando Deformaciones no-Param�etricas. Revista MED, Universidad
Militar Nueva Granada. Volumen 15, No. 1, P�ag 110-121. 2007.

Ponencia en Conferencia Nacional

Andrea Rueda, �Alvaro Perea, Daniel Rodr��guez-P�erez y Eduardo Rome-
ro. M�etodo de Deformaci�on para Representaciones Suavizadasde Super�cies
Neuroanat�omicas. Memorias delCuarto Seminario de Ingenier��a Biom�edica ,
Universidad de los Andes. P�ag 39-41. 2007.
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