











¢ Lacurtosis es el grado de apuntamiento que tiene una distribucion de probabilidad de una determinada
variable aleatoria. Se cuantifica por el momento de orden cuatro con respecto a la media, p',.

NOTA 2.
Al igual que con la asimetria, también se define un coeficiente estandarizado de curtosis, dado por:

Oy = IJ,'4 /4.

Se puede determinar el tipo de apuntamiento de la distribucion, si
* a, =3 : No hay exceso da curtosis, apuntamiento normal
* a, <3 :El apuntamiento es inferior al normal, aplanada

* a, >3 : El apuntamiento es superior al normal, apuntada

/ \

il X (
{1} Platikirtica {2) Mesokiirtica " {3) Leptokurtica

Un momento particular da poca informacién sobre la distribucion de una variable aleatoria, pero
el conjunto de momentos ordinariamente determina la distribucion exacta.

3. Momento Factorial de Orden R
Hay otra manera de obtener artificialmente los diferentes momentos de orden , ésta es llamada
momento factorial definida como:
M,=EXX-D(X-2) ...(X-rtl))
Parar=1, ivi; = E(X)=,
r=2,M,=EX(X-1))=EX?-X)=EX?-EX) =M, -M;=1; - 1,

4

entonces o~ =1, - ;> y asi sucesivamente.

Ejemplo 24

Con base en el ejemplo 20, indicar cual es la forma de la distribucién, y usando el teorema de
Tchebyshev que resultado se espera de X si k=1.5.

67



- Wy =E(X - EX))= D [x—20)" f(x)=0
WVx

a;=u4/0’=0.(c* =175)
- Wy =E(X - E(X))*= D [x—20)" fy(x)=64375
Yx

-¢ ColFsuYy fot=2.1<3

De acuerdo a los célculos realizados, se puede sefialar que la distribucion de la variable discreta,
tiene una forma asimétrica negativa y es aplanada.

Aplicando la desigualdad de Tchebyshev con k=1.5
P(X -20| < 1.5%,/175)> 1—% =0.56=>P(0.16 <X <39.84) > 0.56
1.5

La probabilidad de que la variable aleatoria X este entre 0.16 y 39.84 es de al menos 0.56.

Ejemplo 25

Continuando con ¢l ejemplo 21, obtener la asimetria y apuntamiento de la distribucion. Aplique
¢l Teorema de Tchebyshev para un K=2.

- Wy=EX-EX)= [ (x-1100)° gy (x)dx=2*10° >0

100
'y = E(X - E(X))?=1*10%= 6? = 0=1000 => o’ =2 > 0 La asimetria es positiva
2

- wy=EX-EX)'= | (x-1100)* gx(x)dx=9*10"? = a,=9>3
El apuntamiento es tipo leptocurtico.
Aplicando la desigualdad de Tchebyshev con k=2

P(IX - 1100] < 2*1000) > 1~%=o.75 = P(-900 < X <3100)>0.75

Al menos el 75% de los componentes eléctricos tienen duraciones entre 100 y 3100 horas.

5.6 Funcion Generadora de Momentos

Dada una variable aleatoria X, con funcidon de densidad (6 de probabilidad). Se define con el
nombre de funcion generadora de momentos a:

E@E™) =My () Vt -b<t<b b>0
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Ifm e™ gx(x)dx x:continua

> e™ fx(x) x : discreta

vx

existe cuando exista el valor esperado.

Si existe My (t), vaa ser uinica y determina completamente la distribucion de una variable aleatoria.
La existencia de M(t), permite que M(t) sea continuamente diferenciable, garantizando la

existencia de tales derivadas de orden r en t = 0, las que resultan ser los momentos con respecto al
origen de una distribucion, de ahi su nombre.

J.__w x"e™ gy(x)dx x:continua

r I tx
d Mr(t) (M(t))r =E d (er ) E[Xr etxJ:<
t
> x"e™ fy(x) x :discreta
Vx
haciendo t=0 (M(0))" =p, =E(X") M t)=EXe®*)=M (t=0)=EX)=p
Ejemplo 26

Sea X una variable aleatoria cuya funcion de densidad es:

[e* x>0
gx(x):'
0 enotrocaso

Determine: a. M(t). b. E(X). c. V(X)

Solucidn:

a. E(e™) =MX(t)=I e™ e dx:f g(&Ix dx:l; t<l

1

b. E(X)=Mkx(t=0) Mﬂt):w—, Mk (t=0)=1
-t

¢. EX»)=M"(t=0) % (1) (1_‘t)j—v MY (t=0)=2

=>VX)=1
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Ejemplo 27

Un jugador de baloncesto lanza la bola hasta que encesta, momento en el cual finaliza sus
lanzamientos, la probabilidad de encestar es 0.4

Si X es la variable aleatoria que denota el nimero de ensayos que realiza el jugador.
Halle: a. f, (x) b. M(t) c. E(X) d. V(X)

Solucién: Como los lanzamientos se pueden asumir como independientes, entonces
a. £ (x)=(1-PY*'P=(06)" (0.4) x=1,2...

b. M=) e"‘(o.6)x—1(0.4)=§ > (0.6eh)* =§ 0.6e' (1+qge’ +(qe")? +...+...)
vx vx

AYUDA Para determinarM(t). 5™ . x" =l+x+ X H.t..= 1
—x

|x|<1

1 - 04e
1-0.6e* 1-06¢"

= M(t) =§ 0.6e" *

c. E(X)=M(t=0)=25

0.4e'(1-0.6e')-0.4e' (-0.6e")  0.4e'

M'(t) =
(1-0.6e")? (1-0.6¢")>
4 M(p < 04 1-06 e')’-0.4¢e' 2(1-0.6¢") (-0.6¢")
(1-0.6e")*
t t
046114066 i gy 040406 ),

(1-0.6¢')} (1-0.6)’

= V(X)=10-(2.5)?>=3.75 c=1.94
TEOREMA 5
Sea X una variable aleatoria con funcion generadora de momentos My (t).
Si Y =a X+ bentonces My (t) = e® My (a t)
Demostracién:

M, (etY) = E(et(aX+ b)) = E(et aX etb) =¢tb E(etaX) = etb My (at)
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5.7. Funcion Generadora de Momentos Factoriales

Sea X una variable aleatoria y Wx(t) una funcion real tal que: Wy(t) = E ((1+ t)¥)

Si O vy (1) existe para todo t, entonces
ot'
o' (1+t)* : t
I ((6+r RN ;”‘r() =E[X(X—1) X-2)...... (X-(k-l))(1+t)"'k| y ¥x(t) se denomina
t t P

Funcidon Generadora de Momentos Factoriales de X de orden .

El argumento contenido en el valor esperado se puede expresar en términos factoriales

X!(1+t)+k
(X-k)!

de ahi su nombre.

Es de mayor facilidad de aplicacion con variables aleatorias discretas, pudiendo obtenerse los
momentos factoriales de la variable y luego encontrar los momentos con respecto al origen. Asi, si

(1+1) X=e XM = Wy (1) = My (In(1 + 1)) . Py (e ) = Mx(1).

5.8. Funcion caracteristica de una Variable Aleatoria
Sea X una variable aleatoria y J, una funcion real tal que:

Dy () =E(e™)=E (Cos (tx)) +i E (Sen (tx)) V teR, entonces se dice que T es la Funcion
Caracteristica de X.

6. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Una caja contiene cuatro articulos aceptables, uno defectuoso. Se inspecciona articulo por articulo
hasta cuando se localiza ¢l defectuoso. Sea la variable aleatoria X que denota el numero de la
inspeccion en que se localiza el articulo defectuoso.

a. Determine la funcion de probabilidad de X.

b. Encuentre la funcion de distribucion de X.

c. Calcule el .valor esperado y la varianza.

d. Deduzca la funcion generadora de momentos de X.



Sea X una variable aleatoria que representa el peso (en onzas) de un articulo, con funcion de
densidad

,x—& 8<x<9
gx (x)=410—-x 9<x<10
lO en otro caso

El fabricante vende el articulo a $200. Garantiza el reintegro del precio de venta si el peso del
articulo es inferior a 8.25 onzas. El costo de produccion es funcion del peso, C=35 * X, otros costos
menores suman $30.

a. Determine la funcion del costo y de la utilidad.

b. Encuentre la utilidad esperada por el fabricante.

c. (Cual es la variacion del costo y de la utilidad?

Un articulo tiene los defectos A, B, AB, Ninguno. La probabilidad de A es 0.4,lade Bes 0.5y la
de los dos defectos 0.2.

Si X es la variable aleatoria que indica nimero de defectos de un articulo. ;Cual es la funcion de
probabilidad?, ;De distribucion?. Encuentre todas las medidas que caractericen a X.

Un proyecto consta de 3 actividades: A,B y C. La actividad B debe ser ejecutada antes que C
pueda comenzar. A se realiza independientemente pero simultineamente a B y C. Se han estimado
los siguientes tiempos y probabilidades:

ACTIVIDAD TIEMPO PARA TERMINAR PROBABILIDAD
A : o
B ; =
c ; 020

Obtenga la funcién de probabilidad del tiempo total para terminar la tarea.
b. (Cémo realizaria usted el proyecto? Justifique la respuesta.

c. Calcule e interprete el valor esperado y la varianza del tiempo total.

La funcién de densidad de la variable aleatoria X, diametro final de un cable eléctrico blindado.
esta dado por



