






5.5 Momentos de una Variable Aleatoria 

Sea X es una variable aleatoria. El r-ésimo momento de X consiste en obtener los valores esperados 
de X hasta de orden r: 

Se conocen varias clases de momentos, a saber: 

1. Respecto al origen, denotado por (ir, es definido por: 
(j.r = E(X r), existe sí la esperanza existe. 

Así se tiene: Ui = E(X) a 1 = - |i2i = V(x) 

2. Respecto al momento central. 
H'r = E((X - E(X))r 

H' ,=0 

\¿2 = E(X - E(X))2 = V(x) = a 2 

= E(X - E(X))3 llamado medida de asimetría. 

(j,'4 = E(X - E(X))4 reconocida como medida de curtosis. 

• La simetría de una distribución de probabilidades, véase la próxima figura, es otro rasgo 
interesante de una variable aleatoria, utilizando el momento central de tercer orden se puede decir que sí: 

f f 

/ \ 

f A 
X 

( 1 ) Asimetría negativ» (2) Simétrica 
X X 

(3) Asimetría positiva 

• |i'3 = 0 : La variable es simétrica respecto a su valor esperado 

• jLt'3 < 0 : Existe asimetría a la izquierda (asimetría negativa) 

• (i'3 > 0 : Existe asimetría a la derecha (asimetría positiva) 

NOTA 1. 
Adicionalmente se conoce un coeficiente estandarizado de asimetría, definido por: a 3 = (i'3 / CT3 
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• La curtosis es el grado de apuntamiento que tiene una distribución de probabilidad de una determinada 
variable aleatoria. Se cuantifica por el momento de orden cuatro con respecto a la media, (i'4. 

NOTA 2. 
Al igual que con la asimetría, también se define un coeficiente estandarizado de curtosis, dado por: 
a 4 = (j,'4 / 4 . 
Se puede determinar el tipo de apuntamiento de la distribución, si 

• a4 = 3 : No hay exceso da curtosis, apuntamiento normal 

• a4 < 3 : El apuntamiento es inferior al normal, aplanada 

• a4 > 3 : El apuntamiento es superior al normal, apuntada 

1 
(1) Platikúrtica (2) Mesokúitica (3) l̂ ptokiirtica 

Un momento particular da poca información sobre la distribución de una variable aleatoria, pero 
el conjunto de momentos ordinariamente determina la distribución exacta. 

3. Momento Factorial de Orden R 
Hay otra manera de obtener artificialmente los diferentes momentos de orden r, ésta es llamada 
momento factorial definida como: 

Mr = E (X (X - 1) (X - 2) ... (X - r+1)) 

Para r = 1, Iví, = E(X)= 

r = 2, M2 = E(X(X-1)) = E(X2 - X) = E(X2) - E(X) = M2 - Mi= - ^ 

entonces a" = ¡x2 - M-j2 y así sucesivamente. 

Ejemplo 24 

Con base en el ejemplo 20, indicar cual es la forma de la distribución, y usando el teorema de 
Tchebyshev que resultado se espera de X si k= 1.5. 
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- ji-3 - E(X - E(X))3= Y f x - 2 ° f f x ( x ) = ° 
Vx 

a 3 = / a 3 = 0. (a2 = 175) 

- n'4 = E ( X - E(X)) 4 = 2Jx-20ffx(x)=64315 
v* 

- a 4 = u'i / a 4 = 2.1 < 3 

De acuerdo a los cálculos realizados, se puede señalar que la distribución de la variable discreta, 
tiene una forma asimétrica negativa y es aplanada. 

Aplicando la desigualdad de Tchebyshev con k=l .5 

P(|X - 20| < 1.5*VÍ75)> 1 - = 0.56 ^ P ( 0 . 1 6 < X < 39.84) >0.56 

La probabilidad de que la variable aleatoria X este entre 0.16 y 39.84 es de al menos 0.56. 

Ejemplo 25 

Continuando con el ejemplo 21, obtener la asimetría y apuntamiento de la distribución. Aplique 
el Teorema de Tchebyshev para un K=2. 

- M'3 = E ( X - E ( X ) ) 3 = J;00 ( X - 1 1 0 0 ) 3 g x (x )dx = 2 * 1 0 9 > 0 

\¿2 = E(X - E(X))2 =1*106= o2 => CT=1000 => a 3 = 2 > 0 La asimetría es positiva 

- H'4 = E(X-E(X))4= (x-1100)4 g x (x )dx = 9*1012 ^ a 4 = 9 > 3 

El apuntamiento es tipo leptocurtico. 

Aplicando la desigualdad de Tchebyshev con k=2 

P(|X - 1100| < 2*1000) > 1—^- = 0.75 => P(-900<X< 3100) >0.75 
2 

Al menos el 75% de los componentes eléctricos tienen duraciones entre 100 y 3100 horas. 

5.6 Función Generadora de Momentos 

Dada una variable aleatoria X, con función de densidad (ó de probabilidad). Se define con el 
nombre de función generadora de momentos a: 

E (etx) = M x (t) V t, - b < t < b b > 0 
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= M(t) = 

e " g x (x) dx x : continua 

^ etx f x ( x ) x: discreta 
Vx 

existe cuando exista el valor esperado. 

Sí existe M x (t), va a ser única y determina completamente la distribución de una variable aleatoria. 
La existencia de M(t), permite que M(t) sea continuamente diferenciable, garantizando la 

existencia de tales derivadas de orden r en t = 0, las que resultan ser los momentos con respecto al 
•rigen de una distribución, de ahí su nombre. 

d rM(t) 
dtr 

: (M(t)) r=E d V x ) 
dtr 

n[xretxJ=-
Í* r t x 

x e g x (x )dx x: continua 

^ x r e0 ' f x (x) x : discreta 

Vx 

haciendo t = 0 (M(0))r = n r = E(X r) M'(t) = E(Xe t x)=í>M ,(t = 0) = E(X) = ji 

Ejemplo 26 

Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad es: 

íe~x x > 0 
g x ( x ) : 

0 en otro caso 

Determine: a. M(t). b. E(X). c. V(X) 

Solución: 
U Li i 

a. E(e tx) = M x (t) = J e tx e~x dx = J e( t_1)x dx = t < 1 
A f\ 1 - t 

b. E(X) = M x ( t = 0) 

c. E(X2) = M"(t = 0) 

V(X) = 1 

1 
M x ( t ) = ( l - t ) 2 

M'i(t): 
(1- ty 

M^(t = 0) = l 

M^(t = 0) = 2 
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Ejemplo 7 7 

Un jugador de baloncesto lanza la bola hasta que encesta, momento en el cual finaliza 
lanzamientos, la probabilidad de encestar es 0.4 

Si X es la variable aleatoria que denota el número de ensayos que realiza el jugador. 

Halle: a. f x (x) b. M(t) c. E(X) d. V(X) 

Solución: Como los lanzamientos se pueden asumir como independientes, entonces 

a. f x (x) = (1 - P)x_1 P = (0.6)x_1 (0.4) x=l,2... 

b. M(t) = X etx(0.6)x_1(0.4) = ^ X (0.6e')x = ~ 0.6e '(1 + qe 1 +(qe ' ) 2 +. . . + ...) 
V x 3 v x 3 

, 1 i i AYUDA.ParadeterminarM(t). V - x n = l + x + x + . . . + ...= |x|< 1 

=> M(t) = — 0.6 e l * — 1 0.4 e 
3 l - 0 . 6 e l l - 0 . 6 e 

c. E(X) = M(t = 0) = 2.5 

( M e ' O - O . ó e ^ - O ^ e ' (-0.6 e l) _ 0.4 e l 

M'(t) = -
(1-0.6e1)2 ( l -0 .6e 1 ) 2 

d M „ ( ú = 0-4 e{ (1 - 0.6 e1)2 - 0.4 e1 2(1 - 0.6 e{) (-0.6 e{) 
( l - 0 . 6 e ' ) 4 

= 0-4^(1 + 0 . 6 ^ ) = > ffl = 0.4Q + 0.6) = 1 Q 

(l-O.óe1)3 7 (1-0.6) 

=> V(X) = 10-(2.5)2 =3.75 <j = 1.94 

TEOREMA 5 

Sea X una variable aleatoria con función generadora de momentos M x (t). 

Sí Y = a X+ b entonces MY (t) = etb M x (a t) 

Demostración: 

M v (etY) = E(et(aX + b)) = E(etaX etb) = etb E(etaX) = etb M x (at) 
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5.7. Función Generadora de Momentos Factoriales 

Sea X una variable aleatoria y vFx(t) una función real tal que: 4y
x(t) = E ((1+ t)x) 

Sí d ¥x (0 existe para todo t, entonces 
d t r 

g r ( ( i + t ) x ) 
a t r 

VX 0) = E [ X ( X - 1 ) ( X - 2 ) ( X - ( k - l ) ) ( l + t)x"k I y (t) se denomina 
d t r 

Función Generadora de Momentos Factoriales de X de orden r. 

El argumento contenido en el valor esperado se puede expresar en términos factoriales 

X ' f l + tY'"k 
—— - — de ahí su nombre. 

(X-k) ! 

Es de mayor facilidad de aplicación con variables aleatorias discretas, pudiendo obtenerse los 
momentos factoriales de la variable y luego encontrar los momentos con respecto al origen. Así, si 
(1 + t ) x = e x l n ( 1 , t ) => (t) = M x (ln(l + 1 ) ) ¥ x (e v) = Mx(t). 

5.8. Función característica de una Variable Aleatoria 

Sea X una variable aleatoria y 0 X una función real tal que: 

0 x ( t ) = E(eltx) = E (Cos (tx)) + i E ( Sen (tx)) V t e R, entonces se dice que 0 X es la Función 
Característica de X. 

6. EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Una caja contiene cuatro artículos aceptables, uno defectuoso. Se inspecciona artículo por artículo 
hasta cuando se localiza el defectuoso. Sea la variable aleatoria X que denota el número de la 
inspección en que se localiza el artículo defectuoso. 

a. Determine la función de probabilidad de X. 
b. Encuentre la función de distribución de X. 
c. Calcule el.valor esperado y la varianza. 
d. Deduzca la función generadora de momentos de X. 
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2. Sea X una variable aleatoria que representa el peso (en onzas) de un artículo, con función de 
densidad 

gx <X> = 

x - 8 
1 0 - x 
0 

8 <x <9 
9 < x < 10 
en otro caso 

El fabricante vende el artículo a $200. Garantiza el reintegro del precio de venta si el peso del 
artículo es inferior a 8.25 onzas. El costo de producción es función del peso, C.= 5 * X, otros costos 
menores suman $30. 

a. Determine la función del costo y de la utilidad. 

b. Encuentre la utilidad esperada por el fabricante. 

c. ¿Cuál es la variación del costo y de la utilidad? 

3. Un artículo tiene los defectos A, B, AB, Ninguno. La probabilidad de A es 0.4, la de B es 0.5 y la 
de los dos defectos 0.2. 

Sí X es la variable aleatoria que indica número de defectos de un articulo. ¿Cuál es la función de 
probabilidad?, ¿De distribución?. Encuentre todas las medidas que caractericen a X. 

4. Un proyecto consta de 3 actividades: A,B y C. La actividad B debe ser ejecutada antes que C 
pueda comenzar. A se realiza independientemente pero simultáneamente a B y C. Se han estimado 
los siguientes tiempos y probabilidades: 

ACTIVIDAD TIEMPO PARA TERMINAR PROBABILIDAD 

A 4 
6 

0,50 
0,50 

B 1 
3 

0,25 
0,75 

C 2 
4 

0,80 
0,20 

a. Obtenga la función de probabilidad del tiempo total para terminar la tarea. 

b. ¿Cómo realizaría usted el proyecto? Justifique la respuesta. 

c. Calcule e interprete el valor esperado y la varianza del tiempo total. 

5. La función de densidad de la variable aleatoria X, diámetro final de un cable eléctrico blindado, 
esta dado por 


