


Ejemplo 14 

Un experimento consiste en elegir dos componentes electrónicos 1 x 1 y clasificarlos según 
cumplan o no requerimientos de temporización del producto. Si un componente no es aceptable, hay 
cuatro categorías como resultado de la temporización, T^ , T2 , T3 y T4 en las cuales se pueden 
clasificar. 

Los eventos: E t indica que los dos productos son aceptables, E2 denota que los dos productos no 
son aceptables, E3 se refiere a que un producto es aceptable, E4 describe al menos un producto es 
aceptable. 

Q 

f(A,A), (A,Tj), (A, T2 ), (A, T3 ), (A, T4 ), (TJ , A),(T2 , A),(T3 , A),(T4 , A),(T,, T2), 
(T2 ,T1),(T1 ,T3),(T3 . T ^ T , ,T4),(T4 ,T,),(T2 ,T3),(T3 ,T2),(T2 , T4),(T4 ,T2), 
(T3 ,T4),(T4 ,T3),(T, ,T,),(T2 ,T2),(T3 ,T3),(T4 ,T4) 

E l = {(A, A)} 

E 2 = {(Ti.Tj )/ i, j = 1,2,3,4} 

E3 = {(A,Tj), (Tj, A), (A,T2),(T2 , A),(A,T3),(T3, A),(A,T4),(T4, A)} 

E4 = E, u E3 

E . f l E , , E[ O E3 son eventos disjuntos. 

La operación unión entre los eventos E(, E 2 , E3 , y E4 , es decir E[ U E2 U E3 U E4 indica eventos 
colectivamente exhaustivos. 

La operación intersección entre los eventos E b E2 y E3, es decir E| |~| E2 f ] E3 permite señalar 
que los sucesos son mutuamente excluyentes. 

Definición. ESPACIO MEDIBLE 

Sea Q un espacio muestral, ¿ft una CT-Algebra. Se llama ESPACIO MEDIBLE al par (Q, ¿ñ). 
Sí el evento A e se dice que A es medible. 
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3. MEDIDA DE PROBABILIDAD 

Sea ( Q , j n j un espacio medible. 

Una medida de probabilidad, P, es una función valorada en los reales, cuyo dominio es . '( 

P: .A -> ]R 
A -> P(A) 

tal que se cumplen los siguientes axiomas: 

i. V A £ ¿ft, P(A) > 0 

ii. Sea (Ai / i e M . Ai e .91 \ mutuamente excluventes. entonces: P 

iii. P (Q) = 1 

I M - M 
ieN i&N 

Sí A e ¿n se dice que P(A) es la medida de probabilidad de la ocurrencia de A. P también es 
conocida como FUNCIÓN DE PROBABILIDAD. 

Adicionalmente se pueden verificar por el lector los siguientes teoremas: 

• TEOREMA 1 

P ( 0 ) = 0 

• TEOREMA 2 

Sean A,, A2, A3,..., Ak e ¿n y mutuamente excluyentes, => P (A¡ U A¡) = P (A,) + P(A¡) i^j 

f k \ k 
Corolario. Sean {A¡/i =1,2 ...k A¡ e ^ = > P |J A i P ( A i ) 

Vi=l J i=l 

• TEOREMA 3 

Sea Ac e ¿ñ => P (Ac) = 1 - P(A) 

• TEOREMA 4 

Sean A,, A2 e ¿R tal que A, c A2 => P (A,) < P(A2) 

Corolario: 0 < P (A) < 1 
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• TEOREMA 5 

Sean A b A2 e Si => P(Ai U A2) = P (AO + P (A2) - P (Aj f] A2) 

• TEOREMA 6 

Sea un conjunto de subíndices I = {i / i < k, i e N, K e M } y {Ai / Ai e Si, V i e M} 

^ k k , , 
U 4 ' W entonces p 

v'=1 y 

Definición. ESPACIO DE PROBABILIDAD 

Sea (Í2, j\) un espacio medible, y P una función de probabilidad definida sobre Si. 

A la terna (Q, Si, P) se le denomina ESPACIO DE PROBABILIDAD. 

Ejemplo 24 

Sea un experimento aleatorio T . asociado un espacio muestral numerable 

Q= {W¡ / i e N, 1 < i < n } y Si = 2 # n cj- Algebra. 

Suponga un evento elemental W¡ V¡ que constituye el suceso A, hallar la probabilidad de A. 

Solución: P(A) = P(W¡) = ? 

P(n) = P Ü W¡1 = ¿ P(w¡)=¿ P(A)=nP(A) = l 
ví=I y ¡-i i=i 

P (A) = 1 / n , y se dice que los eventos W¡ son EQUIPROBABLES. 

NOTA 1. Sí Q es un espacio muestral numerable, Si una cr - Algebra con 2m eventos y P una 
medida de probabilidad, la tripleta (Q, Si, P) se conoce como ESPACIO DE PROBABILIDAD 
DISCRETO. 

NOTA 2. Sí en la nota anterior los eventos elementales son equiprobables el espacio de 
probabilidades se le asigna el nombre de ESPACIO LAPLACIANO. 
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Ejemplo 14 

En el ejemplo anterior, suponga que el evento B contiene n(B) puntos muéstrales, es decir, 

B = {Wj/i e N , A , i < n(B)}, halle P(B). 

La solución es: P(B) = P | J W¡ = £ P(W¡)-
V i=l J 

n(B) n ( B ) n(B) 

i=l 

Lo cual indica que en un espacio de probabilidad Discreto, la probabilidad de un evento compuesto 
B se puede calcular por: 

Total de resultados favorables a B 
P(B)= rp . i i —T~, : — : PROBABILIDAD CLASICA v ' Total de resultados posibles del expenment o 

Ejemplo 26 

Un dado es cargado en tal forma que la probabilidad de que aparezca una cara es proporcional al 
número de puntos de esa cara, calcular la probabilidad de cada cara, asumiendo que se lanza una sola vez. 

Solucion: 

Q = j l , 2, 3, 4, 5, 6 1 = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 Sea K una constante de proporcionalidad 

=> P(I) = K.I K + 2K + 3K + 4K + 5K + 6K = 1 => K = — .\ P(I) = — 
w 21 21 

Ejemplo 27 

Suponga un experimento Y, el cual puede tener los resultados a, b ó c. Considere una sola 
observación, fije Cí, una a- Algebra y establezca la función de probabilidad general. 

Sea Q. - {a,b,c} ^ = 2
# n = 23 = 8 

= {{a}, {b},{c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c},<)>} es una a-Algebra 

La medida de probabilidad P para cada evento se describe como: 
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P: ¿n -> <R [0,1] 
{a} P ({a}) 
{b} - P ({b}) 

{b,c} -> P ({b,c}) 
{a,b,c} -> P ({a,b,c}) = 1 

4> -> P (<j>)=o 

Ejemplo 28 
Suponga una partícula que efectúa desplazamientos sucesivos en una dimensión. La partícula 

puede desplazarse hacía la izquierda o hacia la derecha. Asumiendo tres desplazamientos, calcule la 
probabilidad de los siguientes eventos: 

Ep Todos los desplazamientos son hacia la derecha. 
E2: Exactamente sucede un desplazamiento hacia la izquierda. 
E3: Máximo un desplazamiento hacia la izquierda 
E4: Al menos suceden dos desplazamientos hacia la izquierda. 

La solución de este ejercicio implica describir los eventos: 

Q = {(DDD), (DDI), DID), (IDD), (DII), (IDI), (IID), (III)} 
E! = {(DDD)} E2 = {(DDI), (DID), (IDD)} E3 - E, U E2 E4 = Q - E3 

Entonces: 

V n(í2) 8 V 2 > 8 

P(E3) = P(E 1 UE 2 ) = P(E1) + P ( E 2 ) - P ( E i n E 2 ) = ^ + ^ - 0 = -^ 

P(E4) = P ( n - E 3 ) = P ( n ) - P ( E 3 ) = l - | = | 

Obsérvese que los eventos elementales son equiprobables. 

Ejemplo 29 

En una ciudad se publican los periódicos A, B, C. Una encuesta reciente de lectores indica lo 
siguiente: 20% lee A, 16% lee B, 14% lee C. 8% lee A y B, 5% Lee A y C, 3% Lee B y C, 2% lee A, 
B y C. Para una persona escogida aleatoriamente, calcular la probabilidad de que: 
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a. No lea ninguno de los periódicos. 
b. Lea exactamente uno de los periódicos. 
c. Lea al menos A y B 

Solución: Sean los eventos 

A: La persona lee el periódico A. 
B: La persona lee el periódico B. 
C: La persona lee el periódico C. 
H: La persona no lee ninguno de los tres periódicos. 
F: La persona lee exactamente uno de los periódicos. 
G: La persona lee al menos los periódicos A y B. 

a. P(H) = P(AC fl Bc fl C c ) = 1 - P(A U B U C) = 1 - 0,36 = 0,64 

P(A U B U C)=P (A)+P (B) + P (C) - P (A fl B) - P (A fl C) - P (B fl C) +P (A fl B fl C) 
= 0,2 + 0,16 + 0,14 - 0,08 - 0,05 - 0,03 + 0,02 = 0,36 

b. p (F) = p [(A n Bc n cc> u (Ac n B n cc) u (Ac n Bc n c>] 

Si lee el periódico A, no lee el B, ni tampoco el C, de ahí que los eventos compuestos sean 
excluyentes, y la probabilidad de F se puede escribir así 

P(F) = P (A n Bc n cc) + P (Ac n B n cc) + P (Ac n Bc n c> 

Los eventos tipo 

A n Bc n cc = A n (B u c)c = A n [ Q - (B u c>] = A - A n (B u c) 
= A - (A n B) u (A n c) 

p(A n Bcn cc> = p(A) - p [(A n B) u (A n c)] 
= P(A) - P[(A n B) + P(A n c) - P(A n B n c>] = 0.09 

P(F)= 0.09 + 0.07 + 0.08 = 0.24 

c. P(G)= P[(A n B n cc) u (A n B n Q] 
= p (A n B n cc> + P(A n B n c)=O.OÓ + 0.02=o.os 

La interpretación de la medida de probabilidad de los eventos H, F y G se hace de una manera 
sencilla. 

- La probabilidad de que una persona elegida aleatoriamente no lea ningún periódico es igual a 0.64. 

•• La probabilidad de que una persona elegida aleatoriamente lea exactamente un periódico es de 0.24. 
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La probabilidad de que una persona elegida aleatoriamente lea al menos los periódicos A y 
B es de 0.08. 

En términos de frecuencia relativa expresada en porcentaje, es posible generalizar el resultado 
probabilistico así: 

• El 64% de las personas no lee los periódicos A, B y C. 

• El 24% de la población lee exactamente un periódico. 

• El 8% de las personas lee al menos los periódicos A y B 

OBSERVACIÓN. Los diagramas de Venn - Euler constituyen un soporte importante para el 
planteamiento y posterior solución de algunos problemas de probabilidades. Así, el ejemplo 29 se 
puede graficar: 

= Q 

NOTA 3. El caso del lanzamiento de un dado permite aclarar la definición de la medida de 
probabilidad a partir de una frecuencia relativa. Si el dado se lanza una vez, y A es el evento que indica 
ocurre un número impar, la probabilidad de A es un 1/2. Al lanzar el dado n = 40 veces, A puede 
ocurrir en 15 lanzamientos, la frecuencia relativa de A sería 15/40 (= 0.375). 

Ahora suponga que se lanza 500 veces el dado, A podría suceder 240 veces y la frecuencia 
relativa sería 240/500 (=0.48). 

Y así sucesivamente se lanzaría el dado infinito número de veces y finalmente se encontraría la 
probabilidad de A igual a un medio. 

A medida que ha ido en aumento el número de éxperimentos, la frecuencia del suceso A se va 
regularizando o estabilizando al rededor de cierto número, la medida de probabilidad. 

Aquello es semejante a tener una muestra de personas la cual permite conocer la frecuencia 
relativa de los eventos soltero, género masculino, salarios mayores que el mínimo, profesionales 
ocupados, etc.; una muestra de artículos producidos en una fábrica para encontrar la frecuencia relativa 
de defectuosos con diámetro mayor a 3 mm, de longitud al menos de una pulgada, etc; respecto a un 
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conjunto de llamadas sucedidas entre las 8 a.m y las 9 a.m se querrá determinar la probabilidad de 
eventos como la duración de una llamada telefónica es de un minuto, el número de llamadas en esa 
hora se encuentra entre 5 y 11, etc; entre otros casos. 

Se sintetiza lo anterior en el siguiente enunciado: 

Sí un fenómeno es observado n veces y un suceso A se repite n(A) veces, la frecuencia relativa 
f (A) es: 

f (A) = ——-, la probabilidad del mismo suceso A, P(A) = lim f (A) 
n • n-»a 

En otras palabras, si se tiene una población finita y se realiza un censo (observación completa de 
los elementos que conforman la población) en condiciones normales, la FRECUENCIA RELATIVA 
de un evento A es a la vez la probabilidad del suceso A. 

Ejemplo 30 

Los siguientes datos corresponden al lugar de trabajo y residencia de los habitantes de una región. 
Un trabajador es seleccionado aleatoriamente. Cuál es la probabilidad de que: 

a. Resida en la zona 3 
b. Trabaje en la zona 4 
c. Resida y trabaje en la zona 2 
d. Resida o trabaje en la zona 1 
e. No trabaje en la zona 4 
f. Trabaje en la zona 4, si se conoce que reside en la zona 3 

ZONA DE 
TRABAJO 

(T) 

ZONA DE RESIDENCIA ( R ) 

1 2 3 

TOTAL 

(T) 
1 80 40 10 130 
2 70 60 20 150 
3 50 50 20 120 
4 200 150 50 400 

TOTAL 400 300 100 800 

Solución: 

Se define Rj: Suceso que denota, el trabajador reside en la zona j (j = 1, 2, 3) 

Ti: Evento que indica el trabajador labora en la zona i (i = 1, 2, 3, 4) 
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a. P(R 

n(Q) 800 8 

n(T4) 400 _ 1 b. P ( T 4 ) = 

c. P ( T 2 F | R 2 ) = 

n(Q) 800 2 

n(T2 f | R 2 ) _ 60 _ 3 
n(Q) 800 40 

d. P(R, UT,) = P(R,)+ P(T,) - P ( R X = = ^ 
<4oO t 1'JU _ go 800 16 
&00 ' yú,L> 

e. P(T4
C) = 1 -P(T 4 ) = -^ 

2 

, n ( T 4 n R 3 ) 50 1 
f. P(T4 SI ocurrió R , ) = v 7 1 > i J = = -V 4 3 7 n(R3) 100 2 

En f ya no interesa todo Cl, puesto que la información adicional, R3 , restringe Q a lo observado 
en sólo R3 , lo cual más adelante se conocerá como probabilidad condicional. 

4. EVENTOS INDEPENDIENTES 

Definición. Sea (Q, ¿ñ, P), A,, A, e ¿ñ. Los eventos A, y A2 son independientes sí y sólo sí 
P(At fl A2) = P(A1)P(A2) 

Definición. Sea (Q, Jl , P); 1= {i / i e N, i < k, k e N }, {Ai / A¡ e Jñ, V i e 1} 

Los eventos Au A2 , . . . , Ak son independientes conjuntamente o mutuamente independientes sí: 

p í n A i l = n p ( A i ) 
V i e N J i e N 

Ejemplo 37 

Una persona lanza tres veces una moneda. Calcular la probabilidad de obtener una cara (A). 

Solución: C: Evento que indica el resultado es cara 
S: Evento que indica el resultado es sello 

P(C) = 1 = P(S) P ( A ) = P [ ( C S S ) U ( S C S ) U ( S S C ) ] = Í 1 
\ 3 

*3 =0.375 
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