





3. MEDIDA DE PROBABILIDAD

Sea (2, 1) un espacio medible.
Una medida de probabilidad, P, es una funcién valorada en los reales, cuyo dominio es .51

P:..Zi—> R
A — P(A)

tal que se cumplen los siguientes axiomas:

i. VA e A, PA) > 0

=ZP(A1')

ieN

ii. Sea {Ai/i € N.Ai € A} mutuamente excluventes. entonces: P

U

ieN

iii. P(Q) = 1

Si A € A se dice que P(A) es la medida de probabilidad de la ocurrencia de A. P también es
conocida como FUNCION DE PROBABILIDAD.

Adicionalmente se pueden verificar por el lector los siguientes teoremas:
* TEOREMA 1

P(J) =0

* TEOREMA 2

Sean A(, Ay, As, ..., Ay € A y mutuamente excluyentes, => P (A; U A)) =P (A) + P(A)) i#j

Corolario. Sean {A;/i=1,2.k A, e A}= P(ij Ai]:i P(A;)
i=1 i=1

* TEOREMA 3 |

Sea A° € A = P(A®) = 1-P(A)

* TEOREMA 4

Sean A, A; e AtalqueA € Ay = P(A) < P(Ay)

Corolario: 0 < P(AY <1



» TEOREMA 5
Sean Al’ A2 S ﬂ => P(Al U Az) = P(Al) g P(Az) = P(A1 n A2)
» TEOREMA 6

Sea un conjunto de subindices I = {i/i < k,i € N, Ke N} y {Ai/ Ai e A, V ie N}

ko) k
entonces P[U AiJSZ P(Al)

=1 i=1

Definicion. ESPACIO DE PROBABILIDAD
Sea (Q, A) un espacio medible, y P una funcién de probabilidad definida sobre A.

A laterna (2, A, P) se le denomina ESPACIO DE PROBABILIDAD.

Ejemplo 24
Sea un experimento aleatorio . asociado un espacio muestral numerable
Q= {W;/ieN,1<i<n}y A=2% - Algebra.
Suponga un evento elemental W, V, que constituye el suceso A, hallar la probabilidad de A.

Solucion: P(A)=P(W) =7

> P(A)=1/n, y se dice que los eventos W; son EQUIPROBABLES.

NOTA 1. Si Q es un espacio muestral numerable, Auna o - Algebra con 2% eventos y P una
medida de probabilidad, la tripleta (Q, A, P) se conoce como ESPACIO DE PROBABILIDAD
DISCRETO.

NOTA 2. Si en la nota anterior los eventos elementales son equiprobables el espacio de
probabilidades se le asigna el nombre de ESPACIO LAPLACIANO.
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Ejemplo 25

En el ejemplo anterior, suponga que el evento B contiene n(B) puntos muéstrales, es decir,

B= {W,/i €N,A, i< n(B)},halle P(B).

n(B) n(B)
La solucién es: P(B): P [ U Wi) = Z P(Wi)—@
i=1 i=1 n

Lo cual indica que en un espacio de probabilidad Discreto, la probabilidad de un evento compuesto
B se puede calcular por:

Total de resultados favorables a B
P(B)= Total de resultados posibles del experiment o -

PROBABILIDAD CLASICA

Ejemplo 26

Un dado es cargado en tal forma que la probabilidad de que aparezca una cara es proporcional al
namero de puntos de esa cara, calcular la probabilidad de cada cara, asumiendo que se lanza una sola vez.

Solucion:

Q= {1, 2,3,4, 5,6y 1=1,2,3,4,5,6 Sea K una constante de proporcionalidad

=PI =KI .- K+2K+3K+4K+5K+6K=1 = K =% P(I)=%
Ejemplo 27

Suponga un experimento ‘¥, el cual puede tener los resultados a, b 6 c. Considere una sola
observacion, fije (), una - Algebra y establezca la funcion de probabilidad general.

Sea Q={a,b,c} H=-2"_73_3%

A= {{a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}, <|>} es una c-Algebra

La medida de probabilidad P para cada evento se describe como:
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{b.c} > P (fo.c})
{a,b,c} - P ({a,b,c})zl
¢~ P (6)=0
Ejemplo 28

Suponga una particula que efectiia desplazamientos sucesivos en una dimension. La particula
puede desplazarse hacia la izquierda o hacia la derecha. Asumiendo tres desplazamientos, calcule la
probabilidad de los siguientes eventos:

E,: Todos los desplazamientos son hacia la derecha.
E,: Exactamente sucede un desplazamiento hacia la izquierda.
E,;: Maximo un desplazamiento hacia la izquierda

E,: Al menos suceden dos desplazamientos hacia la izquierda.

La solucion de este ejercicio implica describir los eventos:

Q = {(DDD), (DDI), DID), (IDD), (DII), (IDI), (IID), {II1)}
E,= {(DDD)} E,= {(DDI), (DID), ADD)} E;=E,;UE, E,= Q-E,

Entonces:

P{El)“—”” - PIEz)*"_
W) s

o0

P(E;)=P(BUE,)= (B )+ P(E,) - P(EAE) =1+ 5 —0~

Obsérvese que los eventos elementales son equiprobables.

Ejemplo 29

En una ciudad se publican los periddicos A, B, C. Una encuesta reciente de lectores indica lo
siguiente: 20% lee A, 16% lee B, 14% lee C. 8% lee Ay B, 5% Lee Ay C, 3% Lee B v C, 2% lee A,
B y C. Para una persona escogida aleatoriamente, calcular la probabilidad de que:
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a. No lea ninguno de los periddicos.
b. Lea exactamente uno de los periddicos.
c. Leaalmenos AyB

Solucion: Sean los eventos

La persona lee el periodico A.

La persona lee el periodico B.

La persona lee el periodico C.

La persona no lee ninguno de los tres periodicos.
La persona lee exactamente uno de los periodicos.
La persona lee al menos los periddicos A y B.

QFEZQI»

P(H)=P(A*NB°NC°)=1-PAUBUC)=1-0,36=0,64

p

PAUBUC)=P (A*PB)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-PB N C)+tP(ANBNC)
=02 + 0,16 + 0,14 - 0,08 - 0,05 - 0,03 + 0,02 = 0,36

b. P(F) = P[(ANB*NCHUA*NBNC)HYUJA°NBNC)

Si lee el periodico A, no lee el B, ni tampoco el C, de ahi que los eventos compuestos sean

excluyentes, y la probabilidad de F se puede escribir asi
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P(F) = P(ANB°NC°) + P(ANBNC®) + P(A°NB°NC)
Los eventos tipo

ANB¢NCe

ANBUC=AN[Q-BUCI=A-AN®BUCOC
A-ANBU MANO

P(ANBNC) =PA)-PANB)UANCOC]
P(A)-P[(ANB) +P(ANC)-P(ANBNC)]=0.09

P(F)=0.09 + 0.07 + 0.08 = 0.24

¢. P(G=P[(ANBNC)UANBNC)]
=P(ANBNC)+PANBNC)=0.06+0.02=0.08

La interpretacion de la medida de probabilidad de los eventos H, F y G se hace de una manera
sencilla.

- Laprobabilidad de que una persona elegida aleatoriamente no lea ningtin periodico es igual a 0.64.

- La probabilidad de que una persona elegida aleatoriamente lea exactamente un periédico es de 0.24.



- Laprobabilidad de que una persona elegida aleatoriamente lea al menos los periodicos A y
B es de 0.08.

En términos de frecuencia relativa expresada en porcentaje, es posible generalizar el resultado
probabilistico asi:

= El 64% de las personas no lee los periodicos A, By C.
* [El24% de la poblacion lee exactamente un periodico.

= Fl 8% de las personas lee al menos los periodicos A y B

OBSERVACION. Los diagramas de Venn - Euler constituyen un soporte importante para el
planteamiento y posterior solucion de algunos problemas de probabilidades. Asi, el ejemplo 29 se
puede graficar:

64

NOTA 3. El caso del lanzamiento de un dado permite aclarar la definicion de la medida de
probabilidad a partir de una frecuencia relativa. Si el dado se lanza una vez, y A es el evento que indica
ocurre un numero impar, la probabilidad de A es un 1/2. Al lanzar el dado n = 40 veces, A puede
ocurrir en 15 lanzamientos, la frecuencia relativa de A seria 15/40 (= 0.375).

Ahora suponga que se lanza 500 veces el dado, A podria suceder 240 veces y la frecuencia
relativa seria 240/500 (=0.48).

Y asi sucesivamente se lanzaria el dado infinito nimero de veces y finalmente se encontraria la
probabilidad de A igual a un medio.

A medida que ha ido en aumento el nimero de ¢xperimentos, la frecuencia del suceso A se va
regularizando o estabilizando al rededor de cierto nimero, la medida de probabilidad.

Aquello es semejante a tener una muestra de personas la cual permite conocer la frecuencia
relativa de los eventos soltero, género masculino, salarios mayores que el minimo, profesionales
ocupados, etc.; una muestra de articulos producidos en una fabrica para encontrar la frecuencia relativa
de defectuosos con diametro mayor a 3 mm, de longitud al menos de una pulgada, etc; respecto a un
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conjunto de llamadas sucedidas entre las 8 a.m y las 9 am se querrd determinar la probabilidad de
eventos como la duracidon de una llamada telefénica es de un minuto, el nimero de llamadas en esa
hora se encuentra entre 5 y 11, etc; entre otros casos.

Se sintetiza lo anterior en el siguiente enunciado:
Si un fendmeno es observado n veces y un suceso A se repite n(A) veces, la frecuencia relativa

f(A)es:

n(A) - : _
f(A)= —y la probabilidad del mismo suceso A, P(A)=lim f(A)
g n—ao

En otras palabras, si se tiene una poblacion finita y se realiza un censo (observacion completa de
los elementos que conforman la poblacion) en condiciones normales, la FRECUENCIA RELATIVA
de un evento A es a la vez la probabilidad del suceso A.

Ejemplo 30

Los siguientes datos corresponden al lugar de trabajo y residencia de los habitantes de una region.
Un trabajador es seleccionado aleatoriamente. Cual es la probabilidad de que:

a. Residaen la zona 3
b. Trabaje en la zona 4
c. Resida y trabaje en la zona 2
d. Resida o trabaje en la zona 1
e. No trabaje en la zona 4
f. Trabaje en la zona 4, si se conoce que reside en la zona 3
ZONA DE
TRABAJO ZONA DE RESIDENCIA (R) TOTAL
(T 1 2 3 ¢y)
1 80 40 10 130
2 70 60 20 150
3 50 50 20 120
4 200 150 50 400
TOTAL 400 300 100 800
Solucién:

Se define  Rj: Suceso que denota, el trabajador reside en la zona j (j = 1, 2, 3)

Ti: Evento que indica el trabajador labora en la zonai(i=1, 2, 3, 4)



n(Rj3) _@ 1

a. P(R = — =—
(R3) n(Q) 800 8
by B(L,)=—Ca) 2001
n(Q) 800 2
(T, R,) 60 3
c. P(T,(|Ry)= 2(1Ry) _ 60 _
n(Q) 800 40
450 9
d. P(R,|JT;)=P(R,)+P(T,)-P(R, (T }=—— =2
( IU 1) ‘4(00,1_);, 4:}_2{)_( ler;. 1 200 16
200 7 woV « 30

f—

c. P(T4°)=1—P(T4)=5

- n(T,NR;) 50 1
~ n(R;) 100 2

f. P(T, siocurri6 R,

En f yano interesa todo €, puesto que la informacion adicional, R;, restringe (2 a lo observado
en s6lo Ry, lo cual mas adelante se conocerd como probabilidad condicional.

4. EVENTOS INDEPENDIENTES

Definicion. Sea (2, A, P), A, A, € A. Los eventos A} y A, son independientes si y sélo si
P(A; N1 Ay =P(A) P(A,)

Definicién. Sea (Q, A, P); I={i/i € N, i <k, k eN}, {Ai/A e A Viel

Los eventos A, A,, ..., A, son independientes conjuntamente o mutuamente independientes si:

P(ﬂAij: [1P(A;)

ieN ieN
Ejemplo 31
Una persona lanza tres veces una moneda. Calcular la probabilidad de obtener una cara (A).

Solucién:  C: Evento que indica el resultado es cara
S: Evento que indica el resultado es sello

P(C)=

lJlr—i

=P(S) — P(A)=P[(css)(scs)J(ssC)]= (lT 3 =0.375
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