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62T 520

(T1 - T2)
5z2 65z2

Y de la ecuacién 9.1:

529 50
a(T1 - T2)-—-- = (T1 - T2) -——-
5z2 8t
620 560
a ----—- = eee- (9.3)
5z2 5t

Adem&s recordamos que esta situacién termina siendo de estado
estable, y el perfil final est4 dado por 1la ecuacién (4.1), que
podemos escribir como

6e = 1-2/b (4.1 a)
La solucién general puede escribirse en la forma
& = 6w - O¢ ({ 9.4 )

Donde 6+ es la contribucién transitoria a 6; se hace cero cuando t
tiende a infinito. La ecuacién (9.4) se puede reescribir como

Bt = 6w - O (9.4a)
Donde observamos que 6t es una medida del cambio de temperatura

faltante. En la figura 9.1 vemos que 8¢ es la diferencia entre las
curvas para 6 y 6e.

<]
T=T 1O
Q=1(zgt)
\\ Oz f(2)
O
By
<
3)
T‘Tz O

FIGURA 9.1 Temperatura Adimensional en una placa.



260  FENOMENOS DE TRANSPORTE

Condiciones limite:

Condicién inicial: t =0 T

"
K
[+
A
N
A
o

Condicién limite 1: z =90 T =T:1 t>0 O =1 6+ =290
Condicién limite 2: z=b T =Tz t >0 ©6 =0 6. =20
Substituyendo ( 8.4 ) en ( 8.3 ):
d20e 520+ 50¢
A ——————— - ———— = Q- ———— ( 8.5)
dz=2 5z2 ot

—————— = @ (9.6 )

Cuya solucidén es ( 4.1.a ).
Restando ( 8.5 ) de ( 8.6 ) obtenemos
@ ——— 2 wm——— ( 8.7 )
Podemos reducirlo a dos ecuaciones diferenciales ordinarias que se
resuelven por los métodos usuales.
Para ello postulamos que una solucién de la ecuacién (9.7 ) puede

escribirse como el producto de dos funciones, una de las cuales,
F(z), depende solo de z, y la otra, G (t), depende 8élo de t:

8t(z,t) = F(z).G(t) ( 9.8)
56+ dG(t)
----- = K(z) == = F(2)G"(t)
o5t dt

Donde la prima indica diferenciacién con respecto a 1la variable
independiente.

Como solo una variable independiente esté& involucrada, se usan
derivadas totales.

Similarmente
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—————— = ———-—e- G(t) = F"(2)G(t)

Reemplazando en ( 9.7 )

a F'(z)G(t) = F(z2)G"(t)
Al dividir por aF(z)G(t) el lado izquierdo serad solo funcién de z y
el derecho serd solo funcidén de t. Para que se mantenga la igualdad

es necesario que los dos términos sean iguales a una misma constante,
pues las variables z y t son independientes entre si:

——————— = --————- = constante = K (9.9)

donde K es una constante por determinar.
Cada igualdad nos da una ecuacién diferencial ordinaria:
G'(t) - aKG(t) = 0 (9.109)
F*'(z) - K F(z) = © (9.11)
Ademés, como 6+(0,t) = @ entonces, F(9) = 0 , pues de lo contrario
se requeriria que G(t) = @ 1lo que implica que 6¢(z,t) = @ para todo
valor de z y t. En este caso Ti1 = Tz = Te no ocurriendo
transferencia de calor. Seria una solucién trivial. Por razones
similares como ©O+(b,t) = © = F(b)G(t) entonces F(b) = 0.

La ecuacidén (9.11) con estas condiciones limite:

F'(z) - K F(z) =0
F(®) =0 ; F(b) = 0

configura asi un problema de valor propio o problema de Sturm
Liouville que tendrad solucién no trivial solamente para ciertos

valores de un parédmetro que llamamos 4n, con n = 1,2,3,... en donde
loe 4n son los valores propios ( o numeros caracteristicos ) y tiene
soluciones triviales ( esto ese F =0 ) cuando + no es un valor

propio. Las soluciones no triviales F(in,z) 8son las llamadas
funciones propias. Si F(im,z) y F(in,z) representan las dos funciones
propias diferentes correspondientes a 1los valores propios im 3 4in
respectivamente, se puede establecer la propiedad de ortogonalidad de
las funciones propias en la regién © < z < b por la relacidén

b © cuando im diferente de in
F(im,z)F(4in,2z)dz =
® N cuando im igual a ‘n

donde N es la integral de normalizacién definida como
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J F2(im,z)dz = N

°
Analizamos a continuacién el valor de K.
i) Suponemos K = 0

En ese caso F' = 0; F'= A; F(z) = Az +B; F(¢) =0 = B
entonces F(z) =Az; F(1) =0 =A y F(z)=20
Por tanto K = @ no es un valor propio de esta ecuacidn.

ii) Suponemos K > & K = p2 P un mimero real
Ahora F" - p2F = 0@
F = A exp(pz) + B exp(-pz) C cosh(pz) + D senh(pz)
F(@) = @ =C pues cosh(9) 1 y senh(9) = 0;
entonces F = D senh(+z); F(b) = @ = D senh(4b);
Como +b es diferente de cero por planteamiento, senh(4ib) es
diferente de cero y D = @ lo que hace F(z) = @. No hay valores
propios positivos para esta ecuacién.

iii) Resta estudiar K < 8. K = -(p2) P un mimero real
F* + p2F = ¢
F = A exp(ipz) + B exp(-ipz) = C cos(pz) + D sen(pz)

(ver apéndice A.4.1)

F(0) =0 =C pues sen @ =0 y cos 0 = 1.

F(z) = D sen(pz) F(b) 0 = D sen(pb)

D no puede ser cero pues 6+ varia con z. Por tanto sen(pb) = 0.
Sabemos que la funcién seno es cero a ‘intervalos de m y habri un
mimero infinito de estos puntos. La enésima raiz es pnb donde
Pnb = nw ; n=1,2,3,...; v el conjunto de valores propios es:

—n2n2/b2|n =1,2,3,. J
i

Las funciones propias:
[D sen(nnz/b)|n = 1,2,3,...]

La ecuacién (9.10) se resuelve con los mismos valores de Kn = -pn2:
G(t) = C exp(-pn2at) (9.12)

Observamos que el valor de Kn concuerda con la experiencia fisica de
que B¢ tiende a cero (9 tiende a 9«) cuando el tiempo crece.

En conclusién hay una solucidn de la ecuacién (9.7) para cada valor
de n, la cual tiene la forma :

Otn ‘D sen(pnz)} C exp(-pn2at)

= Ar [sen(pnz)][exp(—anGt):

Donde An = DC.

Es propiedad de las ecuaciones diferenciales 1lineales el que
cualquier combinacidén de solucines es también una solucién. Esta
propiedad se mantiene para una suma infinita de todas las soluciones:
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—— e

0=20 =2 AnFnGn =% An [aen(pnz)][exp(-pnzat)] (9.15]
b1 1 i

* *n

Para encontrar la constante An usamos la condicién inicial:

ent = 0. Ot = Bw=1-2/b Gn (0)=1 . entonces:

0¢(2,0) = Bw = (1 - 2/b) =

» M3

An Fn = I An senipn 2) (9.18)
1

Tenemos pues que F(z) se puede expresar como una combinacién lineal

infinita de funciones sen(nwnz/b) las cuales. como ya se vié, son las

funciones propias de un problema de Storm Liouville y por tanto

forman un sistema ortogonal en la regién © < z ¢ b. La integral de

normalizacidén

1 rb 1l - cos(2pnz)
: dz = b/2

N = [bsenz(pnz)dz = :
e pn le 2

La propiedad de ortogonalidad de estas funciones propias se expresa
asi

r @ 8i n es diferente de m
sen(pnz)sen(pmz)dz = | (9.17)
e L b/2 8ines igual am

Para usarla multiplicamos ambos lados de la ecuacién (9.168) por Fm e
integramos de 0 a b:

° b o
[ (1 - z/b)Fm(z) dz = I Z AnFnFm dz (9.18)
° o1

Invirtiendo el orden de la suma y la integral en el lado derecho
tenemos por (9.17)

® b ‘b
Z An J FnFm dz = 0 + ...+ Am j Fm2 dz + . + @
1 ° e

Am(b/2) (9.19)

La integral del lado izquierdo de (9.18) da. por procedimientos
corrientes (1/pm).

b

Por tanto Am = (1/N) I Bw Fm dz = (2/b)(1/pm)
)

(2/mn)

Para obtener An simplemente reemplazamos m con n: An=(2/pnb)=(2/nn)

Asi la solucién de este problema de conduccién de calor dependiente
del tiempo es:
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&
n
rmMmi
>
=
&
"
=M

]
(2/nn)[sen(nnz/b)][exp(—n2n2at/b2)! 19.20)

Y la solucidén completa O = B - B¢

T - T2 z . - ;
——————— =1 - — - Z(Z/nn)lsen(nnz/b)][exp(—nzmzat/bz) 19.21)
Ti1 - T2 b 1 L J

El método usado para determinar An es llamado una expansidn de la
funcién 6=(z) en una serie de senos de Fourier con coeficientes An.

TRANSPORTE DE MASA Y/O CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

Las ecuaciones diferenciales resultantes para ei proolema analogo de
transferencia de materia, (Fig 2,7.a) a partir de 1la ecuacién (3.42)
o (3.44), s8in reaccién quimica homogénea, considerando gradiente de
concentracidn solo en la direccién z, y despreciando el término de
arrastre o flujo global de la ecuacidn t 3.45 ) o « 3.4%

Denominada la segunda ley de Fick.

Para el caso de transferencia de cantidad de movimiento (fig ..4.a;.
la ecuacién ( 3.22 ) en su componente X, sabiendo que vx es soio
funcién de 2z, que no hay fuerzas de volumen sobre el fluid~. v que
Vy = vz = @, se obtiene

r 6Vx b
vl e
Lot &z2

Podemos distinguir entre los varios procesos de transporte usando ias
variables adimensionales:

V es la velocidad de 1la placa inferior.
at Dart 't
TH = ———- TD = —————- ™ = ———-
b2 b2 b2

Este es un tiempo adimensional denominado numero de tourier (Fo).

La solucidn general, aplicable a los tres procesos es:
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r

e (N,r)=1-n - ; (2/nn)lsen(nuﬂ)][exp(-nﬂnﬂf)] (8.21 a)
nsl
Donde A = z/b.

TRANSPORTE INESTABLE CON RESISTENCIA EXTERNA.

En el problema anterior se usaron como condiciones limite el que la
temperatura en cada caso era conocida y constante. Esta condicién
limite sin embargo se aplica solamente en el caso especial en el cual
no hay resistencia en la superficie, es decir, cuando la temperatura
en la superficie es igual a la temperatura del medio ambiente. En la
pr&ctica no es éste siempre el caso, y la resistencia de la pelicula
vecina al s6lido debe considerarse Por esto se usa la condicién:

gs = hi(Ts - Tw)

Donde ge e8 la densidad de flujo de calor en la superficie y h un
coeficiente de transferencia de calor, cuyo reciproco es una medida
de la resistencia a la transferencia de calor en la pelficula externa.
Asi, s8i h tiende a infinito (Te - Te) tiende a cero o Ts tiende a Tw.
Pero si h tiende a cero, ge tiende a cero y estamos en el caso de un
aislador perfecto.

La condicién limite es pues, para z = b

8T
- kK ———- = he(Te - Tw) { 9.24 )
6z |e=p

Podria hacerse otro tanto en la superficie z = 0.

Para adimensionalizar la condicién limite debemos redefinir 6 pues Te
no es constante:

Donde To es la temperatura inicial uniforme de la placa y Te es la
temperatura del medio adyacente a la caraen z - b. La ecuacidén
(9.24) queda:

To - Te 56 [
- kK ==-====== -===| = h(Te - T=)
b Gﬂ |n=1

80
- = Bi 0
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——
=

donde Bi = hL/k : L es la longitud caracteristica, en este caso b.
Bi es el nimero de Biot.

Este es una relacidén entre la resistencia a 1la conduccién en el
86lido (L/k) y la resistencia a la conveccién en la pelfcula externa
(1/h). Obsérvese que el nimero de Biot es aparentemente igual al
mimero de Nusselt, pero difiere en forma fundamental pues Nusselt se
basa en 1la conductividad del fluido en la pelficula exterior y no en
la conductividad del sdélido. Aunque la ecuacién diferencial parcial
Que describe ei fenémeno no varfia, su solucién con el fenémeno
convectivo serd de la forma 6 = 6(N,T,Bi) Aunque pueda obtenerse
analiticamente, es més conveniente usar las soluciones presentadas.
en forma grafica, por Heisler para largos tiempos de contacto o por
los de Boelter y Johnson para cortos tiempos de contacto.

El texto de Welty, Wilson y Wicks, en su apéndice F trae una buena
recopilacién de éstos gréficos incluyendo los tradicionales de Gurney
Lurie, para diferentes formas geométricas. En general permiten hallar
® = 8(t,Bi,N) para situaciones como las siguientes

(1) Placa plana calentada o enfriada desde sus dos caras.

(ii) Cilindro largo

(iii) Esfera

DIFUSION TRANSITORIA EN UNA PLACA.

El problema de 1la difusién transitoria en una placa es de
importancia, por ejemplo, en operaciones de 8secado de materiales
coloidales o gelatinosos. donde es necesario conocer la distribucién

FIGURA 9.2 Placa plana en la que ocurre difusién en estado
transitorio.

de la humedad en 1la placa como una funcidn de 1la posicién y el
tiempo, o0 1la relacién entre el contenido promedio de humedad de la
placa y 1la duracién del secado. Para propbésitos de andlisis puede



